Trojné integraly



Nech je funkcia troch premennych f(X, Yy, z) definovana na
trojrozmernej oblasti M c E;
M={[x,y,zZ] EEs:a=x=bh,cSy=d,e

M=({(ab)x{cd)x(e,h)
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Obdobnou cestou delenia intervalov { a, b ), {c, d), (e, h)
a postupom ako pri urceni dvojného integralu funkcie dvoch

premennych, definujeme integralny sucet funkcie f(Xx, y, z) na M.
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Nech je funkcia f definovana a ohrani¢ena na oblasti M. AK pre

'ubovol'ny vyber bodov [&,7;,{«] € M existuje vlastna limita
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nazyvame ju trojny integral funkcie f na oblasti M a oznacujeme
j”f (X,Y, z)dxdydz
M

Funkciu f nazyvame integrovate’nou na oblasti M.

Postacujicou podmienkou integrovatel’nosti f je ohranicenost’ na

M. Kazda spojita funkcia je integrovatel’na na oblasti M.



FUBINIHO veta
Ak je funkcia f(X, y, z) spojita na oblasti M = (a, b) x (c, d) x (e, h),

potom



Normalna oblast’ vzhP’adom na rovinu Xy
Nech st funkeie z:(X, V) < z(X, Y)

spojité a ohraniCené na elementarnej oblasti
M={[x,y] € Ezxa<x<b, gi(X) <y < g2(X)}
alebo

M”={[x, y] € E2: hy(y) <x<hy(y),c<y<d}

Mnozina bodov

D={[X,V,2] € Ez: [X,¥] € M, z1(X, y) £z < 2,(X, ¥)}
D’ = {[X’ Y, Z] = E3: [X, y] e M’ Zl(X, y) <Z< ZZ(X, y)}

je normalna oblast’ v E; vzhP’adom na rovinu X
J



FUBINIHO veta
Ak je funkcia f(X, y, z) spojita na normalnej oblasti D, potom

Z,(X,Y)

j”f(x y, z)dxdydz = ” jf(X y, 2)dzdxdy =

Mz (X,y)
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Ak je funkcia f(X, y, ) spojita na elementarnej oblasti D, potom

Z5(X,Y)

I.”f (X, y,z)dxdydz = ” jf (X,y,z)dzdxdy =

M* z,(X,y)
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Vsetky vlastnosti dvojného integral na oblasti (a, b) x (c, d), alebo na
na elementarnej oblasti M, analogicky platia aj pre trojny integral
na oblasti (a, b) x {c, d) x (e, h), alebo na nermalnej oblasti D,
pripadne na mnozine, ktora je zjednotenim kone¢ného poctu

elementarnych oblasti.

1- Linearnost’

2- Aditivnost’

3- Monotonnost’

4- Pozitivnost’

5. jDHf(x, y, z)dxdydz < jﬂf(x, y, ) dxdydz




