Dvojné integraly



Nech je f funkcia dvoch premennych definovana na oblasti M c E,
M={[X,y] € E;:a<x<b,c<y<d}=(a, b) x{c, d).
Graf funkcie je plocha G(f) v Ez nad mnozinou M, f (X, y) > 0.

ZovSeobecneny kvader je teleso v E;

ohranic¢ené rovinami s rovnicami
z=0,Xx=a,X=b,y=c,y=d
a plochou urcenou rovnicou

z=1(x,y).

Objem telesa Vv = ?




T={[x,v,z] e Es: [X,¥y] e M,0<z<T (X, y)}
delenie intervalu{a, b) - a=Xo<X;<..<X1<Xc=D
delenie intervalu{c,d) - c=yo<y;<..<y<y =d
delenie oblastiM - Mj; = (X1, Xy x{VYj1, Vi, 1= 1,.., Kk J=1,..., |
K| K|
M =_U1|\/|ij < P(M) =_21P(|v|ij)
i, j= i, j=

delenie telesa T na n = k. | deliacich ,,kvadrov”

[&i.ni] € My = 1(&i ) = 1(&.7).AMy) = =

integralny sucet funkcie f(X, y) na obdlZznikovej oblasti M

f(fi’nj)-P(Mij)



Nech je funkcia f definovana a ohrani¢ena na oblasti M. AK pre
'ubovol’ny vyber bodov [&,7;] € Mj; existuje ta ista vlastna limita

im > 1(5.7,)P(My)

maxP (Mj;)—

nazyvame ju dvojny integral funkcie f na oblasti M a oznacujeme

j j f (x,y)dxdy

M

Funkciu f nazyvame integrovate’nou na oblasti M.

Geometricka interpretacia dvojného integralu funkcie f (X, y) 20 na
oblasti M je objem zovSeobecneného kvadra T.



PostaCujuca podmienka integrovatel’nosti
Ak je funkcia f dvoch premennych ohrani¢ena na oblasti M
a ma na tejto oblasti iba kone¢ny pocet bodov nespojitosti,

potom je f na M integrovatel’na.

Dosledok
Kazda funkcia f(X, y) spojita na oblasti M je na tejto oblasti

integrovatel’na.



FUBINIHO veta
Ak je funkcia f(X, y) spojita na oblasti M = (a, b) x {c, d), potom

|
|

j j f(x, y)dxdy =

M

f (X, y)dxdy

f(x,y)dxjdy::

f (X, y)dydx
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f(x,y)dyjdx



Vlastnosti dvojnych integralov

1. Linearnost
Ak su funkcie f(, f,, ..., fx integrovatel’né na oblasti M
a Cy, Cy, ..., Cx Su realne Cisla, potom

_” (Cl fl(X’ y) +C, f2 (X, y) +...+C, fk (X, y)thy —

=c, j j f,(x, y)dxdy+c, j j f,(x, y)dxdy +...+ ¢, j j f, (X, y)dxdy

M
2. Aditivnost’
Ak je funkcia f integrovatel’na na oblasti M, pricom tato je
zjednotenim konecného poctu meratel’nych oblasti M;, ktoré
nemaja ziadne spolo¢né vnitorné body, potom

m=Um, [0 yoay = 3] f (x y)oxcy

1=1 M



3. Monotonnost’
Ak su funkcie f, g integrovatel’né na oblasti M

a VX =[x, yle M plati f(x, y) £ g(Xx, y), potom
[ f(xy)dxdy < [[ g(x, y)dxdy
M M

4. AK je funkcia f integrovate’na na meratel’nej oblasti M
a f(x, y) 2 0 pre vSetky X=[X, y]e M, tak plati

” f (X, y)dxdy >0

5. Ak je funkcia f integrovateI’na na meratel’nej oblasti M,
tak je na M integrovatel’na aj funkcia | f | a plati

[ f(x y)dxdy < [[ (x,y)dxdy

M




Mnozina M ={[Xx,y] € E;: a<x<Db, g(x) <y<h(x)}

kdea,b e R,a< b,
funkcie g a h su spojité na intervale (a, b),
a pre kazdé X e (a, b) plati g(x) £ h(x),

sa nazyva elementarna oblast’ typu xy
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Mnozina M ={[x,y] € E>: g(y) <x<h(y),c<y<d},c,deR,c< d,
funkcie g a h su spojité na intervale (c, d), a pre kazdé y € (c, d) plati

g(y) £ h(y), sa nazyva elementarna oblast’ typu yX.

Dvojny integral funkcie f dvoch premennych na elementarne;j

oblasti M definujeme podobne, ako na oblasti {(a, b) x {c, d).

Ak existuje dvojny integral na elementarnej oblasti M

] f(x y)dxdy

M

potom funkciu f nazyvame integrovatel’nou na M.



Vsetky vlastnosti dvojného integral na oblasti (a, b) x {c, d)
analogicky platia aj pre dvojny integral na elementarnej oblasti M,
pripadne na mnozine, ktora je zjednotenim kone¢ného poctu
elementarnych oblasti.

1- Linearnost

2- Aditivnost’

3- Monotonnost’

4- Pozitivnost’

j j f(x,y)dxdy < j j f(x,y)dxdy



FUBINIHO veta

Ak je funkcia f(X, y) spojita na elementarnej oblasti

M={[Xx,y] € E;: a<x<Dh, g(x) <y <h(x)}typu xy, potom

h(x)
j j f (X, y)dxdy = j [ j f (X, y)dy]dx

a\ 9(x)
Ak je funkcia f(X, y) spojita na elementarnej oblasti
M ={[x,y] € E2: g(y) <x<h(y), c<y<d}

h(y)
j j f (X, y)dxdy = j [ j f (X, y)dxjdy

c \ g(y)



