Taylorove rady



Nech ma funkcia f na intervale J = (a - ¢, a + ¢) derivacie az do radu n +1.
Pre kazdé x € J potom existuje také & leziace medzi X a a, ze plati

_ f'(a),, f(”)(a) FE) o aa
f00)=f(a)+ = = (x-a) +..t (x—a)" + TP
Polynom n-tého stupna
T (f,a,x)=f(a)+ ff") (X—a)+..+ f(n)(a) (X—a)"

nazyvame n-ty Taylorov polynom funkcie f so stredom Vv bode a,
vyraz

f" () 041
Ri(f.a0 =" (x-a)

nazyvame zvysSok po n-tom Taylorovom polynome.



Plati
f(a) = Tx(f, a, a)

Hodnota funkcie f v bode a sa rovna hodnote Taylorovho polynomu
Th(f, a, X) v bode a.

T/(f,a,a)=f'(a),..T"(f,a,a)=f"(a)

Hodnota derivacii funkcie f v bode a az do radu n sa rovna hodnotam
prislusnych derivacii Taylorovho polynému Ty(f, a, X) v bode a.

S rastucim n klesa hodnota zvysku Ry(f, a, X).



Ak ma funkcia f v bode a derivacie vSetkych radov, mozeme zostrojit’
mocninovy rad so stredom v bode a (zovSeobecnenie Taylorovho
polynomu)

Taylorov rad funkcie f v bode a T(f, a, x)
(n)
T(f,a,x)= Z f (a)

Pre a = 0 sa rad nazyva Maclaurinov rad.

(x—a)" _f(a)+f(a)(x a)+.. +f(n)(a)

(x—a)" +...

Suctom Taylorovho radu Ty(f, @, X) nemusi byt vzdy nutne funkecia f,
vacSinou vsak tomu tak je.

Existuju funkcie, ktorych Taylorov rad konverguje, nie vSak k tymto
funkciam.



Nutna a postacujica podmienka k tomu, by funkcia bola stictom
svojho Taylorovho radu

Nech ma funkcia f na intervale J = (a - ¢, a + ¢) derivacie vSetkych radov.
Potom pre kazdé x € J plati

F(x) = F(a) - (x—a) 4.+

vtedy a len vtedy, ak !'f; Ri(T,2,%)=0



Nech ma funkcia f na intervale J = (a - ¢, a + ¢) derivacie vSetkych radov.
Ak existuje taka konstanta K > 0, Ze plati

vneN,vxel :‘f(”)(x)‘<K

potom pre kazdé x € J plati
f0 = Fa) @ (x_ayp. 4 @)
il n!
Ak je funkcia f na istom intervale suc¢tom svojho Taylorovho radu,
hovorime, Ze ju mozno na tomto intervale rozvinat’ do mocninoveho
radu a tento rad nazyvame (nekone¢nym) rozvojom funkcie f.

(x—a)" +...

Rozvoj funkcie do mocninového radu so stredom v bode a je
jediny, a vzdy sa jedna o Taylorov rad danej funkcie so stredom
v bode a.



X3 X2n+1

. . X
sinx=T(sinX,0,X)==——+...+(-1)" +..., X € (~00,00
( ) 13 - (2n+1)! ( )
X2 2n
cosx =T (cosx,0,xX) =1——+...+ (-1)" +..., X € (=00, 0)
2! (2n)!
2 n
exIT(GX,O,X)=1+§+X—...+X—+...,XE(—OO,OO)
un 2 n!
X2 Xn+1
In(x+1) =T(In(x+1),0,X) =X——+...+ (-1)" +..,Xe(-11)
2 n+1
X3 X2n+1
arctan x =T (arctan x,0,X) = X — — +...+ (=1)" +., X €(=11)
3 2n+1

P
n

(Xx+1)° =T((x +1)".0,X) :1+(ij+...+£ ]x” o X e (=11)



