Funkcionalne rady



Postupnost’, ktorej vSetky Cleny su funkcie, sa nazyva funkcionalna
postupnost’
{fo} = {fn(X)} = f1(X), f2(X), ..., fa(X), ...

Ak su vSetky funkcie postupnosti {fn} definované v nejakom bode (¢isle) Xo,
potom mdzeme hovorit’ o konvergencii (divergencii) danej funkcionalnej
postupnosti {f,} v bode Xo.

Ak postupnost’ {fn} konverguje (diverguje) v kazdom bode istej mnoziny M,
potom hovorime, Ze konverguje (diverguje) na mnozine M.

Mnozinu vSetkych bodov, v ktorych postupnost’ {fn} konverguje, nazyvame
oborom konvergencie postupnosti {fn}.



Ak postupnost’ {fn} konverguje na M, potom je na M definovana funkcia

f(x))=lim f (x),¥x, € M

ktor( nazyvame limita postupnosti na M, zapisujeme

f=lim f,

N—o0

Plati

f=limf naM < Vx,eM,Ve>0,3n,:¥neN,n>n;=|f (x,)- f(x)|<e

n—oo

Funkcia f nemusi byt spojita, ak je spojita, hovorime o rovnomernej
konvergencii funkcionalnej postupnosti.



Funkcionalny rad

Nech su vsetky ¢leny funkcionalnej postupnosti {f,} definované na
neprazdnej mnozine M. Vyraz

Y f=f+ o+ f +.
n=1

nazyvame funkcionalny rad.
Nech

s,=> fi=fi+f,+.+f ,n=12..
=1

Z f
- Vd i 4 v ® A\ /4 (44 n
Funkciu s, nazyvame n-ty CiastoCny sucet radu =



Funkcionalny rad sa nazyva konvergentny (divergentny) na mnozine M, ak
postupnost’ jeho Ciasto¢nych suctov {sn} konverguje (diverguje) na M.

Obor konvergencie funkcionalneho radu je obor konvergencie funkcionalnej
postupnosti {sn} - oznacujeme OK.

Ak existuje limita s=lims,

na mnozine M, potom funkciu s nazyvame sucet radu na M

£ =s, 3 F(0) =5(x)

n=1

Ak je xo € OK, potom je Ciselny rad nZI (%) konvergentny a jeho stcet je

i fn (Xo) = S(Xo) |

hodnota funkcie s v bode Xo, <=



Ulohy- najst’ obor konvergencie funkcionalneho radu a jeho suéet.
Weierstrassovo Kritérium

. a , f )
Ak je ¢iselny rad nZ:; " konvergentny a pre vSetky Cleny radu nZ:;‘ " plati

.0 <a,, VxeM

f
potom rad Z " konverguje na mnoZine M.

n=1



Mocninove rady
Funkcionalny rad tvaru

ian(x—a)” =a,+a(x-a)+..+a (x-a)" +...
n=0

sa nazyva mocninovy rad so stredom v bode a. Cisla a, sa nazyvaju
koeficienty radu.
Pre a = 0 dostavame

Yax =a +ax+..+ax +..

n=0
Mocninovy rad je isté zovSeobecnenie polynomu, ma aj urcité podobné
vlastnosti. Mocninovy rad je jednoznacne urc¢eny svojimi koeficientmi
a stredom.



Oborom konvergencie mocninoveho radu je interval, alebo jednobodova
mnozina.

Pre kazdy mocninovy rad existuje Cislo R > 0 (pripusta sa aj R = o0 ) take, ze
dany rad konverguje absolutne v kazdom bode x € (a— R, a + R) a diverguje
vV kazdom bode X ¢ (a— R, a + R).

R sa nazyva polomer konvergencie a interval IK = (a - R, a + R) interval
konvergencie mocninoveho radu.

Ak rad konveguje iba vo svojom strede, R = 0, IK = {a}.
AK R = oo, rad konverguje na celej mnozine realnych ¢isel, IK = (—o0, o).

Mocninovy rad moéze konvergovat’ aj v hranicnych bodoch intervalu IK.



o0

Nech je dany mocninovy rad a,(x=a)" ,ricom jeho koeficiety sii také,
=0

n
ze existuje limita

n+1

d

lim

nN—o0

Il
Q

alebo limita
limaf|a,| = p

pricom p € (0, ).

Polomer konvergencie mocninového radu sa potom rovna 0 -

Ak je p =0, polomer konvergencie je R = oo,
ak je p = o, polomer konvergencie je R = 0.



Nech R > 0 je polomer konvergencie mocninového radu so stredom a, nech
s(X) je sucet radu, IK = (a — R, a + R) je obor konvergencie radu. Potom plati
e funkcia s(x) je spojita na IK
e ak (b, c) — IK, potom existuje

js(x)dx:ijan(x—a)”dx

n=0 p
ktory dostaneme integrovanim mocninoveho radu ¢len po €lene

e funkcia s(x) ma na IK primitivnu funkciu, ktord dostaneme integrovanim
mocninového radu Clen po Clene

e funkcia s(x) ma na IK derivaciu, ktoru dostaneme derivovanim
mocninového radu Clen po Clene

e integrovanim a derivovanim mocninového radu sa obor konvergencie
nezmeni.



Taylorove rady
Nech ma funkcia f na intervale J = (a — ¢, a + ¢) derivacie az do radu n +1.
Pre kazdé x € J potom existuje také & leziace medzi X a a, ze plati

) O ()

o @, ) o
()= (a)+— = (x-a) +.t (x—a)" + o X
Polynom n-tého stupna
T (f,a,x)=f(a)+ f'ﬁa) (X—a)+...+ f(n)(a) (x—a)"

nazyvame n-ty Taylorov polynom funkcie f so stredom Vv bode a,
vyraz

(n+1)
R.(f, ax)_ s g’?(x— a)"

nazyvame zvysok po n-tom Taylorovom polynome.




Plati
f(a) = Tx(f, a, a)

Hodnota funkcie f v bode a sa rovna hodnote Taylorovho polynomu
Th(f, a, X) v bode a.

T/(f,a,a)=f'(a),...,T"(f,a,a)= f"(a)

Hodnota derivacii funkcie f v bode a az do radu n sa rovna hodnotam
prislusnych derivacii Taylorovho polynému Ty(f, a, X) v bode a.

S rastucim n klesa hodnota zvysku Ry(f, a, X).



Ak ma funkcia f v bode a derivacie vSetkych radov, mozeme zostrojit’
mocninovy rad so stredom v bode a (zovSeobecnenie Taylorovho
polynomu)

Taylorov rad funkcie f v bode a T(f, a, x)
(n)
T(f,a,x)= Z f (a)

Pre a = 0 sa rad nazyva Maclaurinov rad.

f " (a)

(x—a)" _f(a)+f(a)(x a)+..+ (X—a)"+..

Suctom Taylorovho radu Ty(f, @, X) nemusi byt vzdy nutne funkcia f,
vacSinou vsak tomu tak je.

Existuju funkcie, ktorych Taylorov rad konverguje, nie vsak k tymto
funkciam.



Nutna a postacujica podmienka k tomu, by funkcia bola stictom
svojho Taylorovho radu

Nech ma funkcia f na intervale J = (a — ¢, a + ¢) derivacie vSetkych radov.
Potom pre kazdé x € J plati

T@) x—ay+..+ f™(a)

T " (x—a)" +...

f(x)= f(a)+

vtedy a len vtedy, ak
IimR (f,a,x)=0

N—00



Postacujuca podmienka k tomu, by funkcia bola su¢tom svojho
Taylorovho radu

Nech ma funkcia f na intervale J = (a — ¢, a + ¢) derivacie vSetkych radov.
Ak existuje taka konsStanta K > 0, Ze plati

VneN,VXx e :‘f(“)(x)‘< K
potom pre kazdé x € J plati

F(x)= f(a)+ f'ﬁa) (X—a) +...+

f (n) (a)
n!

(x—a)" +...

Ak je funkcia f na istom intervale suctom svojho Taylorovho radu,
hovorime, Ze ju mozno na tomto intervale rozvinit’ do mocninoveho radu a
tento rad nazyvame (nekone¢nym) rozvojom funkcie f.



Rozvoj funkcie do mocninového radu so stredom v bode a je jediny, a vidy sa jedna
o Taylorov rad danej funkcie so stredom v bode a.

X X3 X2n+1
Sinx=T(sinx,0,X) == —-—+...+(-1)" +..., X € (—00,00)
13 (2n +1)!
X2 2n
cosx =T(cosx,0,x) =1——+...4+ (-1)" +..., X € (—00,00)
2! (2n)!
2 n
e” =T(e",0,x) :1+§+X—...+X—+..., X € (—o0,00)
n 2 n!
X2 Xn+1
IN(Xx+1) =T(In(x+1),0,X) =X——+...+(-1)" +...,xe(-1])
2 n+1
XS X2n+1
arctanx =T (arctan x,0,X) = X — — +...+ (-1)" +.., X €(-11)
3 2n +1

P
n

(X+Dp:T«X+DKQxy:L%}jx+m+[ }w+“”x604@



