POSTUPNOSTI



Zobrazenie f mnoziny prirodzenych Cisel do lubovolne;
mnoziny nazyvame (nekonecnd) postupnost.

Plati
* f(1)=a,,f(2)=a,, ..., fln)=qa,, ...
* Prvoka, = f(,) sa nazyva n-ty ¢len postupnosti.

* Postupnost je jednoznacne uréend svojimi ¢lenmi,
oznacuje sa zapisom

{8}, =2a,8,,8,,.,a,..

* Cleny postupnosti {a.} mé7u byt prvky lubovolne;]
mnoziny, ked' su to Cisla, postupnost nazyvame
Ciselnd postupnost alebo postupnost Cisel.



Ciselnd postupnost je funkcia definovana na
mnozine vsetkych prirodzenych Cisel,

jej grafom je mnozina izolovanych bodov roviny.
{A,=I[n,a,],n€N,a, €R}




Vlastnosti postupnosti
Postupnost {a,} je

* rastuca>VneN plati a,<a,,,

* neklesajuca<>V n eNplatia, =a,,,

* klesajuca=>VneNplati a,>a,,,

* nerastica<>VneNplati a,2a,,,

Rastuca, neklesajuca, klesajuca alebo nerastuca
postupnost sa nazyva monotdnna postupnost.

Rastuca alebo klesajuca postupnost sa nazyva
rydzo monoténna postupnost.



Postupnost {a,} je

* zdola ohranicena< 3dKeR:V neN plati K<a,

zhora ohranicena << 3dL e R:Vn eN plati a,<L

Postupnost ohranicena zhora aj zdola sa nazyva
ohranic¢ena postupnost.

Vsetky bodu grafu ohranicenej postupnosti lezia v pase
urcenom rovhobezkami s rovnicamiy =K, y = L.




X 7 Vs . . . a0
Cislo a sa nazyva limita postupnosti {a,}. ,
ak ku kazdému Cislu & > 0 existuje také Cislo n,,
ze pre vSetky prirodzené Cisla n > n, plati

la,—al <&

Skutocnost, Ze Cislo a je limitou postupnosti {a,}
zapisujeme - .
ima, =a

N—c0

Pomocou kvantifikatorov strucne zapiseme uvedenu
definiciu limity postupnosti

ima,=a< Ve>03n,:vn>n,neN:fa,—a/<e¢

N—0



Postupnost, ktora ma limitu, sa nazyva konvergentna.
Postupnost, ktora nema limitu, sa nazyva divergentna.
Ak ma postupnost {a,} limitu a, hovorime, ze postupnost

konverguje k Cislu a.

Plati:
1. Kazda konvergentnda postupnost ma len jednu limitu.
2. Kazda konvergentna postupnost je ohranicena.



Limita a graf postupnosti

Geometricka interpretacia konvergencie postupnosti

body A, grafu (az na konecCny pocet) sa nachadzaju v pase
urcenom rovnobezkami s osou x, ktoré prechadzaju bodmi
[0, a-¢]a[0, a+&] naosiy.
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Cislo a sa nazyva limita postupnosti {a,}, ak v kaZdom okoli
O (a) lezia takmer vSetky Cleny tejto postupnosti.



Vlastnost Clenov konvergentnej postupnosti "nachadzat sa
v blizkosti Cisla, ktoré je oznacené ako limita postupnosti”
plati pre takmer vsetky Cleny konvergentnej postupnosti az
na ich konecCny pocet.

Cislo a sa nazyva limita postupnosti {a .}, ak pre kazdé
Cislo & > 0 a pre takmer vsetky Cleny tejto postupnosti plati
la,—a|]<¢.

Pocet tych Clenov postupnosti, pre ktoré neplati [a, - a| < &
zavisi od volby Cisla &. Ak Cislo &£ zmensujeme, pocet

takychto Clenov postupnosti sa zvacsuje, pri kazdom ¢ je
vsak tento pocCet konecny.



Vybrana postupnost’ a jej konvergencia

Nech je dana postupnost {a }

a nech je K.} rastuca postupnost
prirodzenych Cisel.

Postupnost {3, },;, sa nazyva

vybrana postupnost z postupnosti {a }*,
pomocou postupnosti 1k, }«



Vybrana postupnost’ a jej konvergencia

Nech je postupnost {a,},, konvergentna

a ma limitu rovnajucu sa Cislu a.

Potom kazda z nej vybrana postupnost’ {3 }
je konvergentna a ma limitu rovnajucu sa a.

Postupnost, z ktorej] mozno vybrat divergentnu
postupnost, je tiez divergentna.

Postupnost, z ktorej] mozno vybrat dve
konvergentne postupnosti majuce rozne limity,
je divergentna.



Limita troch postupnosti

Nech lima_ =1, limc, =l

N—o0 N—>00
a nech pre kazdé prirodzené cCislo n plati

a,=b, =c

h— ~n?
potom aj
limb =1

N—00



Nech su dané postupnosti {a,} a {b,}, potom
postupnosti

° {an + bn}/ {an - bn}/ {an' bn}/ {an/bn}
nazyvame postupne sucet, rozdiel, sucin a podiel
(pre vSetky b, # 0) postupnosti.

Ak su postupnosti {a,} a {b,} konvergentné, potom

su konvergentné aj postupnosti
* {ka .}, keR,{a,+b},{a,-b,} {a,.b,}



Ak lma, =a, limb, =b , tak

a) limka, =ka
b) lim(a, +b )=a+b
c¢) Iim(a,—-b )=a-b

d) lima, b =ab

N—>c0
e)akjeb, #0 prevsetkyn e Nab =0, tak je aj
postupnost {a,/b,} konvergentna a plati

lim (2 )_b

N—ow
n



Nech lima, =a, limb, =b anech je pre kazdé

N—0o0 N—o0

[ /4 v/ o /4 b
prirodzene cislo n definovane a "

Potom existuje aj limita

_ ] lim b,
lim(@a™)=(lima )~ " =a°

N—>co N—>c0o



1

Iim — =0
n— N
lim (1+ )—e

N—co

Im"/n =1

n—>o0



Postupnost {a,} ma nevlastnu limitu oo / -oo,

ak v kazdom okoli O,(x) / O ,(-0) lezia takmer
vsetky Cleny postupnosti {a,},

teda ak ku kazdemu Cislu A existuje take cislo n,,
ze pre kazdén>nyjea,>A/a, <A.

Zapisuieme i _
PISY, lima, =
N—o0

ima, =0 < (VAdn,:Vn>n,:a, > A)

N—>0

lima, =—o

N—o0

ima, =—o< (VAIn,:Vn>n,:a, <A)

N—>0



Pre danu postupnost {a_}._,
moOzu nastat nasledujice pripady:
* postupnost ma vlastnu limitu, je konvergentna

ima, =a

N—>o0

* postupnost ma nevlastnu limitu, je divergentna

lima, =+

N—00

* neexistuje ani vlastna ani nevlastna limita,
postupnost je oscilujuca.



Pravidla pre pocitanie limity

suctu, rozdielu, sucinu, podielu

a mochiny dvoch postupnosti

platia aj pre nevlastné limity za predpokladu,
Ze vsetky vyrazy, ktoré sa v nich vyskytuju,

su definované.



Pre vypocty s nevlastnymi limitami postupnosti
pouzivame nasledujuce pravidla, c € R
Sucet arozdiel oo0+o00=w

— 00 — 00 = —a0
C+o0=00
C—00 =—00
SUCin . oo = oo
— 00,00 = —Q0
[ 0,c>0




c <R

Podiel ¢
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o0
© -0
o Mocnina  v* — o
0 =
. (00, C >0
00~ =<
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(O,Ce 01
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PocCitanie limit vedie niekedy ku neurcitym
(nedefinovanym) vyrazom

ioo 01 0 — 00, 0'001 0011001 OOO
o0

Nech  lim a, = o0

n—0

otom . 1
P lim1+ ~)* =e
N—o0 an



Pravidla pre vypocet limity podielu dvoch polyndmov
premennej n, P(n)/Q(n):

1) Im ——==0 akje stuper polyndmu P(n) mensi

= N ako stupen polyndmu Q(n).

. P(n) . . ,
2) IIm —= =20 3k je stupert polyndmu P(n) vacsi

== Q(n) ako stupen polynédmu Q(n), pri¢om

znamienko zavisi od koeficienta pri
najvyssej mocnine n v oboch
polyndmov P(n) a Q(n) .

3) lim @ _ P Ak stupne oboch polyndmov
—>Q(n) g P(n)aQ(n)rovnaké, a Cisla p, g su
koeficienty pri najvyssich mocninach
n v polyndmoch P(n) a Q(n) ).



