Ciseln¢ a funkcionalne rady



Ciselné rady
Nech je dana postupnost’ redlnych Cisel

{an} =ay, ay, ..., a, ...
Vyraz

o0

Ya,=a+a,+..+a,+..

n=1
sa nazyva nekoneCny Ciselny rad, Cislo a, je n-tym ¢lenom radu.
Cislo

n
S, = a,=a+a,+..+a,,n=12,...
=1

sa nazyva n-ty Ciastocny sucet nekonecneho Ciselného radu.



Ciselny rad konverguje, ak postupnost’ {S,} jeho &iasto¢nych stiétov ma

vlastnu limitu S = %Ln; S

o0
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a Cislo s nazyvame sucet nekonecného Ciselného radu nZ:;‘ n

Ak postupnost’ {S,} nema vlastnu limitu, hovorime, Ze rad je divergentny.
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Nutna podmienka konvergencie radu

Ak je rad konvergentny, potom
lima, =0

N—o0

Ak uvedena podmienka neplati, rad je nutne divergentny.

. , NS a, . TR,
Majorantny rad k nekoneCnému Ciselnému radu nzz; " je nekonecny Ciselny
rad Zb“ ak pre jeho Cleny plati, ze pre kazdé n
n=l1 b p J y p J p
by > an| .

Kritéria konvergencie

Pravidla na urCovanie konvergencie (divergencie) nekonecnych radov



1. Porovnavacie Kkritérium

e Ak k Ciselnému radu nz_l:an existuje konvergentny majorantny ¢iselny rad

nz;bn , potom je aj rad nz_l:a“ konvergentny.
e Ak je Ciselny rad nz_l:a” divergentny, potom je divergentny aj kazdy

k nemu majorantny ¢iselny rad nzz:db” :
Ak predpokladame konvergenciu daného radu, h’'adame k nemu majorantny
konvergentny rad (najCastejSie sa poziva vhodny geometricky rad).

Ak naopak predpokladame divergenciu radu, hl'adame divergentny rad, ku
ktorému je dany rad majorantny (poziva sa harmonicky rad, alebo nejaka
jeho modifikacia).



Hovorime, Ze rad nz_lla” je absolutne konvergentny, ak je konvergentny aj rad

nzzll‘a”‘; ak rad nzzll‘a”‘ diverguje, rad nz_;aﬂ je relativne konvergentny.

2. D’Alambertovo (podielové) Kritérium

=A
, potom

n+l
Ak pre rad Z " plati ng‘ a

e pre A > 1, rad diverguje
e pre A < 1, rad absolutne konverguje

e pre A = 1, 0 konvergencii (divergencii) nevieme rozhodnut’.



3. Cauchyho (odmocninoveé) kritérium
Ak pre rad ;an plati ng”\m =4, potom

e pre A > 1, rad diverguje
e pre A < 1, rad absolutne konverguje

e pre A = 1, 0 konvergencu (divergencii) nevieme rozhodnut’.
3. Integralne Cauchyho kritérium
Nech je gan rad s nezapornymi ¢lenmi a nech f(X) je spojita nerastiica
funkcia realnej premennej definovana na intervale (K, o), K > 0, pricom pre

vSetky prirodzené Cisla n > K plati f(n) = a, . Potom rad konverguje prave

vtedy, ked’ konverguje nevlastny integral i FOoax.



Rady so striedavymi znamienkami

Z(—l)n_lan =q,—a,+a,—a, +..,vn,a, >0(a, <0)
n=1

Leibnizovo kritérium

Ak pre vSetky prirodzene n plati 0 < a,.; < a,, potom rad so striedavymi

C __1\n-1 .
znamienkami Z( D™ a, konverguje prave vtedy, ak %E{} 8, =0

n=1



Funkcionalne rady

Postupnost’, ktorej vSetky Cleny su funkcie, sa nazyva funkciondlna
postupnost’

{fo} = {fi(¥)} =1, 5, ..., T, ...

Ak st vsetky funkcie postupnosti {f,} definované v nejakom bode (Cisle) Xy,
potom modZeme hovorit’ 0 konvergencii (divergencii) danej funkcionalne;j
postupnosti {f,} v bode X,.

Ak postupnost’” {f,} konverguje (diverguje) v kazdom bode istej mnoziny M,
potom hovorime, Ze konverguje (diverguje) na mnozine M.

Mnozinu vsetkych bodov, v ktorych postupnost’ {f,} konverguje, nazyvame
oborom konvergencie postupnosti {f,}.



Ak postupnost’” {f,} konverguje na M, potom je na M definovana funkcia

f(x,)=lmf (X,),VX, € M

ktoru nazyvame limita postupnosti na M, zapisujeme

f =lim f,

N—o0

Plati

f=limf naM < Vx,eM,Ve>0,3n,:Vne N,N >n, = |f (x,) - f(x,)| <&

N—o0

Funkcia f nemusi byt’ spojita, ak je spojita, hovorime o rovhomerne]
konvergencii funkcionalnej postupnosti.



Funkcionalny rad

Nech su vSetky ¢leny funkcionalnej postupnosti {f,} definované na
neprazdne] mnozine M. Vyraz

df=f+f 41+
n=1

nazyvame funkcionalny rad.
Nech

S, :Zn: f=a+a,+...+a,,n=12,..
=1
> 1,

Funkciu s, nazyvame n-ty ¢iastocny sucet radu =



Funkciondlny rad sa nazyva konvergentny (divergentny) na mnozine M, ak
postupnost’ jeho Ciastocnych suctov {S,} konverguje (diverguje) na M.

Obor konvergencie funkciondlneho radu je obor konvergencie funkcionalne;
postupnosti {S,} - oznacujeme OK.

Ak existuje limita s =hms,

na mnoZzine M, potom funkciu S nazyvame sucet radu na M

f =s, i f (X)=5(X)

o0

n=1

| o f(%) o
Ak je Xy € OK, potom je ¢iselny rad nzz; konvergentny a jeho sucet je

i fn (Xo) = S(Xo).

hodnota funkcie s v bode Xo, 4=



Ulohy- najst’ obor konvergencie funkcionalneho radu a jeho sudet.

Weierstrassovo kritérium

f
du Z " plati

n=1

Ak je Ciselny rad nzz;a” konvergentny a pre vSetky Cleny ra
f,(0)|<a,,vxeM

f
potom rad nzz; " konverguje na mnoZine M.



Mocninové rady
Funkcionalny rad tvaru

ian(x—a)” =a,+a(X—a)+..+a (x—-a)" +....
n=0

sa nazyva mocninovy rad so stredom v bode a. Cisla a, sa nazyvaju
koeficienty radu.
Pre a = 0 dostavame

Y ax =a +ax+..+ax" +..
n=0

Mocninovy rad je ist€¢ zovSeobecnenie polyndmu, ma aj urcité podobne
vlastnosti. Mocninovy rad je jednoznacne urceny svojimi koeficientmi
a stredom.



Oborom konvergencie mocninového radu je interval, alebo jednobodova
mnozina.

Pre kazdy mocninovy rad existuje Cislo R > 0 (pripusta sa aj R = o0 ) take, ze
dany rad konverguje absolutne v kazdom bode X € (a - R, a + R) a diverguje
v kazdom bode X ¢ (a - R, a + R).

R sa nazyva polomer konvergencie a interval IK = (a - R, a + R) interval
konvergencie mocninoveho radu.

Ak rad konveguje 1ba vo svojom strede, K =0, IK = {a}.
Ak R = oo, rad konverguje na celej mnozine redlnych Cisel, IK = (-00, 00).

Mocninovy rad moze konvergovat’ aj v hrani¢nych bodoch intervalu IK.



Nech R > 0 je polomer konvergencie mocninového radu so stredom a, nech
S(X) je sucet radu, IK = (a - R, a + R) je obor konvergencie radu. Potom plati

e funkcia s(X) je spojita na IK
e ak (b, ¢) — IK, potom existuje

C s(X)dx = y ban(x—a)”dx
| 2

n=0 g
ktory dostaneme integrovanim mocninového radu ¢len po Clene
e funkcia s(X) ma na IK primitivnu funkciu, ktori dostaneme integrovanim
mocninového radu Clen po Clene
e funkcia s(X) ma na IK derivaciu, ktori dostaneme derivovanim
mocninového radu Clen po Clene

e integrovanim a dertvovanim mocninového radu sa obor konvergencie
nezmeni.



Taylorove rady
Nech ma funkcia f na intervale J = (a - ¢, a + ¢) derivacie az do radu n +1.

Pre kazdé x € J potom existuje také & leziace medzi X a a, ze plati

f(x)= f(a)+ ()(x Ayt @ gy (M)(‘f)(x—a)”“
n! (n+1)!
Polynom n-tého stupna
Tn(f,a,x)zf(a)+f'l('a)(x—a)+...+ (n)(a)(x a)"

nazyvame N-ty Taylorov polyném funkcie f so stredom v bode a,
vyraz

_FTE) e
R (f,a,x)= (i) (x—a)

nazyvame zvySok po n-tom Taylorovom polynome.



Plati

f(a) =Tu(f, a, @)
Hodnota funkcie f v bode a sa rovna hodnote Taylorovho polynéomu
T,(f, a, X) v bode a.

T/(f,a,a)=f'(a),.,T"(f,a,a)= f™(a)

Hodnota derivacii funkcie f v bode a az do radu n sa rovna hodnotim
prislusnych derivacii Taylorovho polynomu T,(f, a, X) v bode a.

S rastucim n klesa hodnota zvysku Ry (f, a, X).



Ak mé funkcia f v bode a derivacie vSetkych rddov, mézeme zostrojit’
mocninovy rad so stredom v bode a (zovseobecnenie Taylorovho
polynomu)

Taylorov rad funkcie f v bode a T(f, a, X)

T(f,a,)()_if('”(a)

n=0

Pre a = 0 sa rad nazyva Maclaurinov rad.

(x—a)" = f(a)+ ()(x a)+.. +f(nr)]()(x a)’ +...

Suctom Taylorovho radu T,(f, a, X) nemusi byt’ vZdy nutne funkcia f,
vacSinou vsak tomu tak je.

Existuju aj funkcie, ktorych Taylorov rad konverguje, nie vSak k tymto
funkciam.



Nutna a postacujica podmienka k tomu, by funkcia bola suctom
svojho Taylorovho radu

Nech ma funkcia f na intervale J = (a - ¢, a + ¢) derivacie vSetkych radov.
Potom pre kazdé x € J plati

f™(a)
n!

F(x)= f(a)+ f'f'a) (X=a)+...+ (X=2a)" +...

vtedy a len vtedy, ak %52 Ri(T,8,%)=0 :

Nech ma funkcia f na intervale J = (a - ¢, a + ¢) derivacie vSetkych radov.
Ak existuje taka konstanta K > 0, Ze plati

vneN,vxed:|f"(x)|<K

potom pre kazde X € J plati

F (0= £ (a) + @ (x—ay 44 (@)

1 . (XxX—a) +...




Ak je funkcia f na istom intervale sic¢tom svojho Taylorovho radu,
hovorime, Ze ju mozno na tomto intervale rozvinut’ do mocninového
radu a tento rad nazyvame (nekone¢nym) rozvojom funkcie f.

Rozvoj funkcie do mocninovéeho radu so stredom v bode a je
jediny, a vZdy sa jedna o Taylorov rad danej funkcie so stredom
v bode a.



3 2n+1

X X X
sinX =T (sinX,0,X)=———+...+(=1)" +..., X € (—00,00
( ) I 3 =D (2n+1)! ( )
X2 2n
cosX=T(cosX,0,X)=1——+...+(-1)" +..., X € (—00,0)
2 (2n)!
2 n
eXZT(GX,O,X)=1+§+X—...+X—+...,XE(—OO,OO)
I 2 n!
XZ n+l1
In(X+1)=T(In(X+1),0,X) =X——+...+(-1)" +...,Xe(=11)
2 n+1
X3 X2n+1
arctanX =T (arctanX,0,X) = X —— +...+ (-1)" +..,X€ <— 1,1>
3 2n+1

P
n

(X+DP =T((x+1)",0,%) :1+£1p]x+...+[ )x” +...,Xe(-1))



