Vektorove a skalarne polia



Q c E’ je priestorova oblast’ - otvorena alebo uzavreta suvisla podmnoZzina
bodov priestoru E> uréenych kartezianskymi stiradnicami, usporiadanymi
trojicami realnych &isel X =[x, Y, z] € R’

Nech f je skalarna funkcia, ktora kazdému bodu X € Q priradi realne ¢islo.

Dvojicu (Q, f) nazyvame stacionarne skalarne pole, funkcia f sa nazyva
potencial tohto pola.

f(X)=1x,y,2)=h,he Hf)cR
Na znazornenie grafu funkcie f potrebujeme $tvorrozmerny priestor E*.
Nech je funkcia f(X) spojita na oblasti Q2 a ma tu spojité parcialne derivacie
podla vSetkych premennych, ktoré¢ sa nerovnaju sucasne nule. MnoZina

bodov oblasti €2, v ktorych ma potencial rovnaki hodnotu C € H(f), tvori
plochu priestoru E’ s rovnicou (ktorej vyhovujt suradnice bodov)

f(x,y,z) =C.



Plochy urCené rovnicami
f(X, Y, Z) — Ci , Ci < H(f)
sa nazyvaju ekvipotencialne (hladinové) plochy skalarneho pol'a (Q, ).

Napr. 1zotermické plochy v teplotnom poli, alebo 1zobarické plochy v poli
astmosferického tlaku.

Ekvipotencialne plochy elektrostatického pol'a vytvoreného danym bodovym
nabojom su sustredne gulove plochy so stredom v danom bode g.

Sustava vSetkych ekvipotencidlnych ploch skalarneho pol'a (€, f)
prislichajucich vietkym hodnotam potencialu vyplia celu oblast’ Q.

Kazdym bodom oblasti prechadza prave jedna ekvipotencidlna plocha
a z1adne dve ekvipotencialne plochy pre C; # Cj nemaju spolo¢né body.



Priestorove skalarne pole, graf funkcie troch premennych, trojrozmerna

varieta (teleso) v E* —vizualizovana ekvipotencialnymi plochami v E’
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F(X,V, z)=sin(X +y* ) + z



Rovinné skalarne pole U(X,y)=C

Ekvipotencialne hladinové krivky — vrstevnice grafu funkcie dvoch
premennych U(X, y) = sin(X + y*)




Derivacia funkcie v danom smere

Funkcia f(x, y, z) diferencovatel'na v bode X, ma v tomto bode derivaciu
podl'a 'ubovol'ného smeru s a plati

f's(Xo) = x(Xo)cos a+ fy(Xo) cos S+ T ,(Xo) cos ¥

kde cos a, cos f#, cos ysu smerove kosiny vektora S.

Aks=1tak a =0, f =n/2,a y=m/2, fi(Xo) = x(Xo)
pres=j,tak a =7n/2, f =0, a y=n/2, fj(Xo) = (Xp)
apresS=K,tak o =7/2, S =7/2,a y=0, T (X)) =T A(Xp)

Parciadlne derivacie funkcie f v bode X, podl'a premennych X, Yy, Z st
derivacie funkcie f v bode X, v smere jednotkovych vektorov 1, |, K.

Derivacia funkcie f(X, y, ) v smere S je skalarny sucin jednotkového vektora
s’ =cos a i+ cos B+ cos yk s vektorom f,(Xo)i + f'y(Xo)j + f 2(Xo)k

F's(Xo) = (F'«(Xo), Ty(Xo), T «(Xo))-(cos a, cos S, cos 7)



Gradient skalarnej funkcie f(X, y, ) v bode X,
grad f(Xo) = ' x(Xo)l + T'y(Xo)] + T (Xo)k
je vektor, v smere ktorého je derivacia funkcie f v bode Xy maximalna

a rovna sa vel'kosti tohto vektora [f"s(X¢)]max = |grad f(Xo)|
F's(Xo) = |grad f(Xo)| cos ¢
kde @ je uhol medzi vektormi grad f(X,) a s.
Ak je grad f(Xy) = 0, derivacia funkcie f v bode X, v kazdom smere S sa

rovna nule, f'§(Xy) = 0 pre kazdy vektor s.

Fyzikalny vyznam gradientu v bode

Hodnoty funkcie f(X, y, Z) sa najrychlejSie menia (rast) v smere vektora
gradientu funkcie, v smere grad f(Xo) = (f' x(Xo), T y(Xo), T 2(Xo)).



Geometricky vyznam gradientu v bode
Ak je funkcia f diferencovatel'na v bode X, a grad f(X,) # 0, teda
[fx(X0)T* + [fy(Xo)* + [ o(Xo)] # 0

potom plocha s rovnicou
Fx(X0)(X = Xo) + F'y(Xo)(Y - Yo) + T'2(Xo)(Z - 2) =0
je ekvipotencialna plocha skalarneho pol'a (Q, f), ktora prechadza danym

bodom dotyku X, = [Xo, Yo, Zo].

Vektor grad f(Xo, Yo, Zo) = ' x(Xo)i + '((Xo)j + f (Xo)k

je normalovy vektor dotykovej roviny k ekvipotencialnej ploche
prechadzajucej bodom X, = [Xo, Yo, Zo].

Derivacia funkcie v smere S v bode X, je vel'kost’ priemetu vektora grad f(X,)
do vektora s.



Nech (€, ) je skalarne pole, a nech je funkcia f diferencovatel'na v kazdom
bode X €Q. Vektorova funkcia F = grad f definovana na oblasti €2 , ktora
kazdému bodu X € Q priradi vektor grad f(X) sa nazyva gradient funkcie f

F=gradf="f,i+f,j+f,k
alebo

F :grad f :af|+afj+afk
ox oy 0z

Vektorova funkcia F = grad f sa nazyva gradient skalarneho pola (€2, U).

Kazdému skalarnemu pol'u (Q2, f) prislucha jednoznac¢ne vektorové pole

(Q, F), kde F = grad f, teda vektorové pole gradientov skalarneho pola.

Gradient skalarneho pol'a je diferencidlna charakteristika skalarneho pola.



Vlastnosti gradientu skalarnej funkcie

grad(f, +f, + ... +f,)=grad f; + grad f, + ... + gradf;,

grad(f g) = f grad(g) + g grad(f) grad (f(9)) = f (9) grad(g)
2 2 2
1= (AT 4[4[
OX oy 0z
6. 0. 0
I+ — J+ K
Symbolicky vektor X Y

sa nazyva Hamiltonov diferencialny operator V = nabla
grad f =Vf = ai+6j+ak f :@f i+@f j+afk
oXx oy oz ox oy oz
Derivacia funkcie v smere S
F(X)=Vfs,,s, = >

So




Nech F je vektorova funkcia, ktord kazdéemu bodu X = (X, y, z) € Q priradi
vektor priestoru E’

F(X) = F(X> y9 Z) = fl(Xa y) Z)I + f2(X9 ya Z)J + f3(X> ya Z)k

Dvojicu (€2, F) nazyvame stacionarne vektorove pole.
Grafom funkcie F je varieta 6-rozmerného priestoru E°.

Pomerne nazornu predstavu o vektorovom poli davaju vektorove krivky.

Vektorova krivka K (prudova krivka - pradnica) vektorového pola (€2, F) je
regularna krivka, ktora sa nachadza v oblasti Q2, je dana parametrizaciou

r=r()=xt)i+yl)+zk,te R
a jej vektor dotyCnice ' (t) =X ()i +y ()] + 2 (H)k
v bode X(t) = [X(t), y(1), z(t)], t € R je nasobkom vektora F(X(t)), plati

XM _ ym 7
fl(xa ya Z) fz(xa ya Z) f3(X7 ya Z)




Rovnice

Xt _ Yy
fl(X9 ya Z) fz(xa ya Z)
Xt  zZ'(@)
f.(%Y,2)  f,(XY,2)
yty 7@

LLY.2)  f(xY.2)
predstavuju systém nelinearnych diferencidlnych rovnic 1. radu, ktorych

rieSenim su funkcie X(t), y(t), z(t), t € R urCujuce ststavu vektorovych
kriviek daného vektorového pola.

Kazdym bodom X, € Q, v ktorom F(X;) # 0, prechadza prave jedna
vektorova krivka vektorového pola (Q2, F).



Diferencialne charakteristiky vektorového pola

Divergencia vektorového pola (vektorovej funkcie) F v bode je skalar
of, N of, N of,
ox oy 0z

Vektorove pole sa nazyva solenoidne (nezriedlove), ak div F = 0.

o. O . 0O . .
divF=VF=| —1+— 1+ —kll(fi1+f, 1+ fk)=
1\ (GX 8yJ pe j(l > 3)

Pole s nenulovou divergenciou je Zriedlové pole, obsahuje aspon jedno
zriedlo (resp. noru).

Vlastnosti divergencie
div(F+G)=divF +divG
div(fF)=fdivF+F xdivf



Rotacia vektorového pola (vektorovej funkcie F) v bode je vektor

ik

ot F=vxF=| it O gt Oklx(fi+fjrfk)=2 ¢ 9=
ox oy 0oz oXx oy 0z
fl f2 f3

_(of, of, of of, of, o
oy o0z 01 Ox OX oy

Vlastnosti rotacie
rot(F+G)=rotF+rotG, rot(fF)=frotF -Frotf

Pole, ktorého rotacia je nulovy vektor, sa nazyva nerotacné (bezvirove) pole.
Rotacné pole obsahuje viry v bodoch, kde je rotacia nenulova, vektor rotacie
urCuje smer rotacie viru v danom bode.

Vektoroveé pole, ktoré je gradientom skalarneho pol’a f(X, y, Z) je nerotacné

a naopak, kazd¢é nerotacné pole sa da vyjadrit’ ako gradient skalarneho pola.



Laplaceov operator A

Skalarny sucin operatora V so sebou samym je Laplaceov operator
(Laplacian) A
2 2 2
A=VV=V’= 52+ 52+ 82
ox~ oy~ oz

Vlastnosti Laplaceovho operatora

Af+9)=Af+Ag, A(fg)=fAg-+gAf+2gradf.gradg
A(F + G) = AF + AG, A grad f = grad (Af)

A rot F =rot AF



Vzorce pre pocitanie s diferencialnymi operatormi
V(fg)=grad (fg)="fgrad g + g grad f
VdiF)=div(fF))=fdivF +F grad f
Vx({F)=rot(fF))=frotF-F x grad f
V(F.G)=grad (F.G)=F x1rot G+ G x rot F +

+[f186+ fzéG+ f, 8Gj+(918|:+g28|:+g38|:j

OX oy 0z OX oy 0z

VIFxG)=div(FxG)=GrotF-F xrotG
Vx(FxG)=rot(FxG)=FdivG- GdivF+

oF oF oF oG 0G oG
19 - +9 o +0; |- f17+f27+f37
OX oy 0z OX oy 0z



V*f = VV§ = div grad f = Af

V x (Vf)=rot grad f=0
V(VF)=graddivF =rotrot F+ A F
VI(VxF)=divrotF=0

3 zakladné vztahy
Vf=gradf
VE=divF
VxF=rotF



