Plochy priestoru E*



Nech je na suvislej oblasti Q — R definovana vektorova funkcia dvoch
premennych

p(u, v) = (x(u, v), y(u, v), y(u, v)), (u, v) €,
ktorej skalarne suradnicové funkcie x(u, v), y(u, v), y(u, V) st aspon raz
diferencovatel'né na oblasti Q2.

Hodografom vektorovej funkcie p(u, v) je jednoducho stuvisla plocha
priestoru E>.

Pre kazdu usporiadant dvojicu realnych cisel (Ug, Vo) €€2 je funkénou
hodnotou polohovy vektor p(Ug, Vo) = (X(Uo, Vo), Y(Ug, Vo), Y(Uo, Vo)) bodu
plochy P(uo, Vo), ktorého kartezianske stradnice su

P(Uo, Vo) = [X(Uo, Vo), Y(Uo, Vo), Z(Ug, Vo)].

Dvojicu ¢isel (Ug, Vo) €Q2 nazyvame krivociare suradnice bodu na ploche.



Ak je oblast Q c R*regularnou oblastou, ktorej hranicou je uzavreta
reguldrna krivka E°, potom plochu nazyvame elementarna plocha, alebo list.

VSetky body plochy urCen¢ krivoCiarymi suradnicami
(U, vo) €Q, Vo= const., resp. (Ug, V) €€, Up= const.,
lezia na krivke plochy, ktoru nazyvame
parametricka u-krivka plochy - p(u, vo) = (X(u, Vo), y(u, Vo), z(u, Vo))
resp. parametricka v-krivka plochy - p(up, v) = (X(Ug, V), Y(Uo, V), Z(Uog, V)).

Parametricke krivky plochy uvedenych dvoch sustav kriviek tvoria
krivoCiaru siet’ plochy, ktora sa nazyva parametricka siet’ kriviek plochy.

Kazda krivka jednej sustavy pretina vSetky krivky druhej ststavy.
Kazdym bodom plochy prechddza jedna krivka kazdej zo sustav, plati
P(Uo, Vo) = p(u, Vo) M p(Uo, V)



Bod plochy P(uo, Vo) sa nazyva regularny bod plochy, ak v nejakom okoli
bodu (u, Vo) €Q existuju spojité prvé parcialne derivacie py, py vVektorovej
funkcie p(u, v) a plati

P, (Ug, Vo) x Py (Ug,Vy) #0

V opaénom pripade, ked’ st vektory Pu(Uo:Vo): Py (U, Vo) linearne zavislé,
hovorime o singularnom bode plochy.

Vektorové funkcie
p(x (U’ Vo) — (XL’J (U’Vo)’ yL’J (U’ Vo)’ ZL’J (U’Vo))
p\,/ (uo’V) — (X\’/ (uo’V)’ y\’/ (uo’V)’ Z\’/ (UO1V))

definuja smerové polia vektorov dotyc¢nic parametrickych kriviek plochy
prechadzajucich regularnym bodom P(ug, Vo) plochy.



V kazdom regularnom bode plochy P(Up, Vo) existuju 2 linearne nezavislé
vektory - vektor doty¢nice parametrickej u-krivky a vektor doty¢nice
parametrickej v-krivky,

Py (Ug: Vo) = (X, (Ug, Vo), Vi (Ug, Vo), 2, (Ug, Vo))
P, (Ug, Vo) = (X (Ug, V) ¥ (Ug, Vo), Z; (U, Vo))
ktoré urcuju jedinu dotykovu rovinu plochy v danom bode
7=(P,p;, p)
rovnica dotykovej roviny [P — P, P, Py 1=0
X =xX(U,,Vv,) Y -=y(u,,Vv,) Z-12(u,,Vv,)

XL,J(UO’VO) yl,J(UO’VO) ZL,J(UO’VO) :O
X\’/ (UO’VO) y\’/ (UO’VO) Z\’/ (uO’VO)




Vektor
n(uo’vo) = pl’J (Umvo)>< p\’/(uo’vo) =0

sa nazyva vektor normaly plochy v regularnom bode P(Ug, Vo).

Priamka uréena smerovym vektorom n a prechadzajuca bodom P(ug, Vo) j€
normala plochy kolma na dotykovu rovinu 7 plochy v danom bode.

Vektorova funkcia

p, (U, V) x p; (u,V)

P, (u,v) x py (U, v)

definuje smerové pole normal plochy v regularnych bodoch a urcuje

orientaciu plochy. Hodnota funkcie n(u, v) je jednotkovy vektor, ktorého
suradnice su smerové kosiny normaly plochy v jej regularnom bode, plati

n(u,v) =

N=CoSx1+C0Sp J+Ccospk

kde «, B, ¥ st uhly vektora n s jednotkovymi vektormi |1, J, K.



Nech p(u(t), v(t)), t | je krivka na ploche p(u, v), (u, v) € Q — R
Dotykovy vektor krivky je vektor vyjadreny pomocou diferencialu
dp = (p,u’+ p,v)dt
Pre Stvorec diferencialu plati
dp” = p; p,du’ +2p] p,dudv + p, p;dv>
Oznacme
E=pip,.F=pp.G=p;p,
Vyraz
Edu®+ 2Fdu dv + G dv*
nazyvame prva zakladna diferencialna forma plochy,
resp. prvy tenzor plochy, oznaCujeme tiez ¢.
Prva zakladna forma plochy ¢, opisuje vnutorné vlastnosti geometrie

plochy — diZky a uhly oblukov kriviek plochy.
Vyraz Dy = EG - F* nazyvame diskriminant prvej zikladnej formy.



Prva zakladna forma plochy ¢ Je vV kazdom regularnom bode plochy
pozitivne definitnd symetricka forma, plati:

1.E=|p,%>0,G=|p|?>0
2. EG'F2: |pu|2|pv|2' | pupv|2: |puxpv|2>0

3. symetricka = skalarny sucin je komutativny

DiZka oblika krivky na ploche

Nech p(u(t), v(t)), t € (a, b) je krivka na ploche p(u, v), (u, v) € Q c R?,
ktorej prva zakladna forma je ds® = Edu®+ 2Fdu dv + Gdv*

Potom pre dizku oblika s(A, B), kde A = p(u(a), v(a)), B = p(u(b), v(b))
plati

S(AB) = [ ds* = [ EQ)UD) +2F U EV(D) +GO)(' (1)) df




Uhol dvoch kriviek plochy

Nech su krivky K, a k, dané svojimi parametrizaciami

U (t), vo(t) a ux(t), vo(t), t € (a, b)
na ploche p(u, v), (U, v) € Q — R? a nech sa pretinaja v bode P(ug, Vo)
plochy, ktorého krivociara stiradnica na krivke kj je t; a na krivke k; je t,.

Uhol o kriviek vypocitame ako uhol vektorov dotyCnic py, p, kriviek, plati

cosm= P2 _
;- P,
EU; (1, )Uj (t,) + 2F (U] (6 V3 () + Uj (t, )V, (1)) + GV, (b3 (t,)

JE@U(t))? + 2Fu(t )V, (4) + GV, (6))? - E(Uy(t,))? + 2Fuj (t, )Va (t,) + G (V) (t,))?

Pre uhol parametrickych kriviek v bode P(u, v) plati
- _ F
PP, EG

COSw =




Obsah jednoduchého listu plochy

Plo$ny element na ploche urc¢enej vektorovou funkciou p(u, v)
diferencovatel'nou na oblasti Q — R? je rovnobeznik v dotykovej rovine
plochy ur¢eny vektormi p,du a p,dv zvierajicimi uhol o

ds = P. > Py
dudv| = -/EG — F2dudv

p,du

dudv =

p/dux p/dv =

p.dv sina =

= /(py < p,)(P, % p})

Obsah listu plochy definovaného na oblasti Q2 vypocitame pomocou
dvojného integralu ploSného elementu plochy

p, (U, v)x p; (u,v)dudv = ”x/ﬁldudv

o(S) = g[j



Druha zékladna diferencidlna forma plochy, druhy tenzor plochy stuvisi s
krivostou plochy v regularnom bode plochy a oznacuje sa

@, = n.d°p = Ldu®+ 2Mdu dv + Ndv*
pricom pre koeficienty druhej zakladnej formy plochy plati

L=np, = (P " pv),-puu _Lpy: iy pu]
pu X pv \/ﬁl

M — npl’;\/ — (pu >,< pv)"puv — [pu7 pv’ puv]
p. x P, /Dy

N =np, = P " pv),-pw _ [Py pos Py
P, % P, /D,

Vyraz D, = LN — M * nazyvame diskriminant druhej zikladnej formy
plochy.



) «_LN-M* D,
Cislo - EG-F?%? D,
sa nazyva uplna, alebo Gaussova krivost’ plochy v danom bode.

Bod, v ktorom K > 0, sa nazyva elipticky bod plochy. V tomto bode ma
dotykova roviny plochy spolo¢ny s plochou iba bod dotyku, pricom plocha
sa nachadza v jednom polpriestore ur¢enom dotykovou rovinou a vektorom
normaly plochy v danom bode.

Bod, v ktorom K < 0, sa nazyva hyperbolicky bod plochy. V tomto bode
dotykova roviny plochy pretina plochu v krivke, ktora ma v bode dotyku
dvojnasobny bod.

Bod, v ktorom K = 0, je parabolicky bod plochy, dotykova rovina sa plochy
dotyka v krivke, pricom plocha sa nachadza v jednom polpriestore uréenom
dotykovou rovinou a vektorom normaly plochy v danom bode.

Theorema egregium - Gaussova krivost’ plochy sa da vyjadrit’ iba
pomocou koeficientov prvej zakladnej formy plochy a ich derivacii.



Plochy obsahujuce 1ba eliptickeé body
gul'ova plocha, elipsoid

paraboloid

L+~ Plochy obsahujuce iba parabolické body

rovina
T valcova plocha
/l“/a/ s kuzel'ova plocha

Plochy obsahujuce 1ba hyperbolické body

hyperboloid

pseudosféra



Plocha obsahujuca vSetky typy bodov
anuloid




