Krivky v priestore E°



Hladka po &astiach stvisla krivka k priestoru E’ je hodografom vektorove;
funkcie r(t) = (X(t), y(t), z(t)), definovanej na intervale v mnozine realnych
Cisel | < R, pricom
1. vSetky tr1 skaldarne suradnicové funkcie x(t), y(t), z(t) st spojité na
intervale |
2. maju na | spojité derivacie X (1), y (1), z (t), z ktorych je aspon jedna
nenulova.

Funk¢né hodnoty skalarnych suradnicovych funkcii X(t), y(t), z(t) v kazdom
realnom Cisle ty € | urCuju kartezianske suradnice bodu krivky

P(ty) = [X(to), Y(to), Z(tp)], teda koncoveho bodu vektora
r(ty) = (X(tp), y(to), z(tp)), ktory je hodnotou funkcie r(t) v bode t,.

Cislo t, € | nazyvame krivo¢iara suradnica bodu P(ty) na krivke k.



Pre | =(a, b) hovorime o obluku krivky s koncovymi bodmi P(a), P(b),
pricom obluk krivky je danou parametrizaciou orientovany zhodne
s orientaciou intervalu .

Pre P(a) = P(b) hovorime o uzavretom obluku (krivke).

Bod krivky k sa nazyva m-nasobny bod, ak existujui také hodnoty premenne;]
tel,i=1,2,..,m,pre ktoré plati
r(tl) — (X(tl)a y(tl)9 Z(tl)) — r(tj) = (X(tj)9 y(tj)a Z(tj))

pre vSetky I, J=1,2, ..., m

P(a) = P(b) je dvojnasobnym bodom uzavretého obluka krivky
definovaného na intervale | =(a, b) .
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Hodnotu vektorovej funkcie r'(t) = (X' (1), y (1), Z'(t)) definovanej na
intervale | c R vbodet, e | , vektor

I (to) = (X' (t), ¥ (to), Z'(to))
nazyvame vektor doty¢nice krivky kK v bode P(ty).

Oborom hodn6ét vektorovej funkcie r(t) je teda definované smerové pole
doty¢nic krivky K v jej bodoch.



Bod krivky P(ty) nazyvame regularny bod krivky, ak plati

() = (X' (t), y (t), 2’ (L)) # 0
V opacnom pripade hovorime o singularnom bode krivky K.
V kazdom regularnom bode krivky P(1,) teda existuje dotyCnica krivky,
priamka prechadzajuca danym bodom, ktorej smerovy vektor je r’(to).
Orientacia vektora 1’ (ty) je zhodna s orientaciou krivky.

Bod krivky, v ktorom sa orientacia meni, sa nazyva bod vratu, alebo aj
kuspidalny bod. Je to singularny bod krivky, v ktorom plati r’(t) = 0.

t=04




V dvojnasobnom bode krivky plati

r(ty) = r(ty), r(tp) #m.r(t;)),meR
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V inflexnom bode krivky plati
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" (t) = 0, alebo r'(t)) =m.r’(t)), m e R




DiZka obluka krivka definovaného na | = (a, b) je hodnota integralu
b b b
S = jds = J'\/r’(t).r’(t)dt = j\/dr.dr

Skalarna funkcia S(t)

t t
s(t):jds:j\/dzr,t e(a,b)
definuje dizku obluka ako funkciu premennej t na intervale I.

Vlastnosti kriviek budeme opisovat’ v regularnych bodoch hladkych
oblukov (kriviek), ktorych urcujuce vektorove funkcie r(t) maji na obore

definicie, intervale |, spojité derivacie az do radu n > 3.
teda existuju aspon

r(H =),y ®, 1) =0
rrO="0,y ©,2®), r =",y ®,2 (1)



Prvky Frenet -Serretovho sprievodného trojhranu

Jednotkovy vektor dotyCnice krivky K v bode P(ty) je vektor
()=~ (t )

Vektor t v 'ubovol'nom bode P(t),t € | sa da vyjadrit’ v tvare

t=c(t).r',ct) =

(r'r’y

kde suradnice vektora t s smerove kosiny dotyCnice krivky v tomto bode
t=(t,t,,t,),t, = COX(E),t, =ct)Y'D),t, =ct)y'®),tel

Rovnica dotycnice krivky k v bode P(ty), t, € |
vektorovy tvar
T(W=r(ty) +ut(ty),ueR
implicitny tvar
X — X(to) _ Y — y(to) _ L - Z(to)

X(t,) Yt ()




Jednotkovy vektor binormaly krivky k v bode P(t,) je vektor

oty = W)

Vektor b v 'ubovol'nom bode P(1), t € | sa da vyjadrit’ v tvare

. 1

b=d(t).(r'xr"),d(t) = T
kde suradnice vektora b su smerové kosiny binormaly krivky v tomto bode

b=(b,,b,,b,)
y'®)y z'(t) X'ty Z'(t)
y'(t) z'(t) X"(t)  z'(t)
Rovnica binormaly krivky k v bode P(ty), ty € |
vektorovy tvar B(u)=r(ty) +tub(ty),ueR
implicitny tvar

XMy,

=40 M Yo

9y_ () 9z: ()

X - X(to) _ Y - y(to) _ L— Z(to)
y®) 7@ |[xX® ZO[ [XO yO
y'® 'O X'O '] X'O y'o




Jednotkovy vektor (hlavnej) normaly krivky K v bode P(ty) je vektor
n(t,) =b(t)) x t(t,)
Vektor n v 'ubovol'nom bode P(1), t € | sa da vyjadnt v tvare
. (c'(Or' +cr" 1

a(t) D)= Ja'r
a(t) =/(C'(Or +c)r").c'tr +cir)’

pricom suradnice vektora N su smerove kosiny hlavnej normaly krivky
v tomto bode a plati

n,:n,:n, =[c'OX®)] [y )] [c®zd)].tel
Rovnica normaly krivky k v bode P(ty), ty € |

vektorovy tvar NU) =r(t)) +un(ty),ueR
implicitny tvar

X — X(to) _ Y — y(to) . L — Z(to)
n - n N n

X y z




Vektory t, b a n v regularnom bode krivky P(t) st tri na seba kolmé
jednotkové vektory tvoriace ortonormalny repér krivky, vnitorn pravouhla
suradnicovu sustavu pohybujucu sa s danym bodom po krivke.

Priamky dotyCnica, binormala a normala su 3 na seba kolmé priamky so
spolo¢nym bodom v bode P(t) tvoriace sprievodny trojhran krivky,
nazyvany Frenet-Serretov trojhran.

vrchol - P(t), hrany - polpriamky v doty¢nici, normale a binormale
steny - v kolmych rovinach = (P, t, n), p= (P, t, b), v=(P, n, b)




Oskulac¢na rovina krivky @ = (P, t, n)

Oskulac¢na roviny krivky v regularnom bode P(ty) je kolma na binormalu
v danom bode, smerovymi vektormi st jednotkovy vektor dotyCnice t
a jednotkovy vektor hlavnej normaly n.

vektorova rovnica

(R-T1(t)).b(t)) =0

R-r1,r',r']=0

X-x(t) Y-y@t) Z—z@®)| |Xx@) Y-yt) Z-zt)
X'(t) y'(t) Z'(t) |=| dx dy dz |=0
X"(t)  y"(1) 2"(t) d*x d’y d*z

Rovinna krivka ma v kazdom v bode tu 1sti oskulacnt rovinu, lezi v tejto
jedinej oskulacnej rovine.

Priestorova krivka ma v bode P(t;) oskula¢nu rovinu, v ktorej lezi v 1stom
malom okoli daného bodu.



Rektifika¢na rovina krivky p= (P, t, b)

Rektifikacna rovina krivky v reguldrnom bode P(ty) je kolma na hlavnu

normalu v danom bode.

vektorova rovnica

X-X(1)
X'(t)
y'(t) z'(t)
y'(t) z'(t)

Y —y(t)
y'(t)
X'(t) z'(t)
X”(t) Z”(t)

(R - r(to))-n(to)=0
R-r,r',r'xr"]=0

Z—1(1)
Z2'(1) =0
X'(t) y'(t)
X"(t) y"(D)

Rektifika¢na roviny rovinnej krivky ja kolma na rovinu krivky.
Dlzka priestorovej krivky K sa da urcit’ ako dlzka rovinnej krivky, ktora je
rozvinutim krivky k do rektifika¢nej roviny v danom bode.



Normalova rovina krivky v= (P, b, n)
Normalova rovina krivky v regularnom bode P(tj) je kolma na dotyCnicu

v danom bode.

vektorova rovnica (R - r(ty)).t(ty)=

X-X(1)
y't) z'(t)

y'(t) z'(t)
Xr(t)

X'(t)
X" (1)
X'(t)
X" (1)
X'(t)
X" (1)

Xr(t) =y'(t)

yr(t) = x'(t)

zr(t) = x'(t)

X(t) z'(t)
X"(t) Z'(t)

R—r,r'xr",r'x(r'xr")]=0

Y=y

yr(t)
y'(t)
y'(t)
y'(t)

- Z7'(1)

—Z'(t)

y"(t)
Z'(t)

) y'(t)

Z—17(1)
X'(t) y'(®
X"(t) y"(D)

Zr(t)
X'(t)
X"(t)
y'(t)
y'(t)
y'(t)

y'(t)

Z'(t)
z'(t)
Z'(t)
z'(t)
Z'(t)
z'(t)




Mieru odchyl’ky krivky od doty¢nice v danom regularnom bode P(t)
vyjadruje prva krivost’ krivky- flexia.

Funkcia prvej krivosti

r'(tyxr'(t) o
rof

k) =

je skalarna nezaporna funkcia.

Oskula¢na kruznica h(S, p) krivky lezi v oskula¢nej rovine krivky v bode
P(ty) a ma s krivkou spolo¢nu dotyCnicu.

Stred oskula¢nej kruznice je bod normaly krivky v bode P(ty) v smere
jednotkového vektora normaly.

Polomer oskula¢nej kruznice = polomer prvej krivosti krivky v danom bode,
je prevratena hodnota funkcie 'k(t) v bode t,.

1

1
K(t,)
Regularny bod krivky, v ktorom 'k(t) = 0, je inflexny bod krivky, r’’(t) = 0.

p:



Ak je 'k(t) = 0 v kazdom bode krivky, krivka je priamka (usecka).

r)=(at+b,ct+d,et+f), teR

r(t)=(a, c,e), r (t)=(0,0, 0)

r'®)=+va> +¢* +e,r'(t)xr't)=0,
0

Ja?+c* +e?

Krivka konStantnej prvej krivosti je napr. kruznica.

r(t)=(rcost,rsint,0),r e R,t e <0,2n>

r'(t) = (-rsint,rcost,0),r"(t) = (=r cost,—rsint,0),

r"(t) = (rsint,—r cost,0),r ¥ (t) = (r cost, rsint,0)

') =r,r'®)xr"(t)=(0,0,r*),|r'®)xr"t)|=r?

k(t) = :—j = %,Vt e(0,2m)

Kruznica je sama sebe oskulacnou kruznicou v kazdom svojom bode.

r't)xr'(t) =0

'k(t) = =0,Vtel




Mieru odchyl’ky krivky od oskulac¢nej roviny v danom regularnom bode
P(ty) vyjadruje druha krivost’ krivky - torzia.

Funkcia druhej krivosti
2wty = LT OO, (0)
r't)xr'()

el

je skalarna funkcia.

Znamienko hodnoty funkcie *k(t) v bode t, orientaciu odchyTky krivky od
oskula¢nej roviny v bode krivky P(ty).

*k(to) > 0, krivka sa vychyl'uje v smere jednotkového vektora binormaly,
nad oskula¢nu rovinu v danom bode

*k(t,) < 0, krivka sa vychyluje proti smeru jednotkového vektora binormaly,
pod oskula¢nu rovinu v danom bode

*k(t,) = 0, bod krivky sa nazyva planarny, krivka sa nevychyluje
z oskulacCnej roviny v danom bode, v okoli bodu v nej lezi

Ak je *k(t) = 0 v kazdom bode krivky, krivka je rovinnou krivkou.



Pre kruznicu plati
—rsint  rcost O

—rcost —rsint O

rsimt —rcost O

k(1) = - _0

Krivka konsStantnej druhej krivosti je napr. skrutkovica.
r(t)=(rcost,rsint,vt), r,ve R,t <O,2n>

r'(t) = (-rsint,rcost,v),r"(t) = (-rcost,—rsint,0),r"(t) = (rsint,—r cost,0)
r'(t) = m, r'(t)xr"(t) = (rvsint,rvcost,r?),|r'(t)xr"(t) = rr2 +v?
[r't), r" @), ")) =vr’
rvr> +v? r
lk(t) = \/7 =— 5 ,Vt c <O,2TC>
(I‘2+V2 rZ4y: I +v

VI’2 Vv

2kt = = >O,\V/tE 0,275
TS R (0.2m)




Dve krivky r(t), p(t), t € | nazyvame rovnobezn¢ (ekvidistantne), ked’
existuje Cislo ¢ € R také, ze V t € | plati

p(t) =r(t) + c.n(t)

Kazdé 2 sustredné kruZznice st ekvidiStantna, resp. 2 elipsy so spolo¢nym
stredom, pre ktorych polosi plati a, = c.a;, b, = ¢.b;, pre malé hodnoty c.

Krivky konStantného spadu
Nech o je pevny uhol, ur¢ujici dany smer - gradient (cos m, sin ®)
Priestorova krivka, ktorej funkcie prvej a druhej krivosti spliiaji rovnicu

20, - 1
Ksinw- Kcosw=0

sa nazyva krivka konsStantn¢ho spadu, priCom spadom nazyvame tangens
uhla o, plati

1

tan m = = const
K

Cylindricka skrutkovica je krivka konsStantného spadu, tan o = r/v.



Frenet-Serretove vzorce
vyjadruju vztah medzi jednotkovymi vektormi dotyCnice, binormaly
a normaly krivky v 'ubovol'nom regularnom bode a ich derivaciami

t'="k|r'|n

n' =—'k|r'|t+k|r’|b

b" =—2k|r'|n

W e, e




