ULOHY NA PLOSNE INTEGRALY

Priklad 1: Vypocitajte nasledujiuce plo$né integraly prvého druhu:

Riesenie:

a)

b)

c)

d)

g)

h)

3

k)

”dS,Sjeplocha X=UcosV,y=uUsinVv,z=4v,0<u<3,0<v<n

S

j j 2dS , S je Cast helikoidu r=ucosVi+u sinVvj+vKk, (U, V) e (0, a)x(0, 27)
S

” 2%dS , S je ¢ast kuzelovej plochy
S

r=ucosvsinoi+u sinvsinaj+ucosa Kk, (u,v) e (0, ayx(0,2r), a € (0, ©/2)

” xyzdS, S je Cast’' roviny X +Yy +z =1, leziaca v prvom oktante
S

”(Xz +y?)dS, S je cast kuzelovej plochy x* +y* =2>,2<2<3
S

‘mxyz\ dS , S je cast’ parabolickej plochy z=x*+y?,z<1
S

JXE+y? e o 2,2 S -
-”f dS , S je Cast parabolickej plochy z = x* + y* ohrani¢ena rovinou z = a
S

1 . . . .
————dS, S je cast’ hyperbolického paraboloidu z = Xy z = x* + y* ohrani¢ena
[

valcovou plochou x> + y*=R?% | z| <R

”(Xz +y>)dS, Sje gulova plocha x*+y*+z° =a’

S

'[ J.(xz +y*)zdS, S je horna polovica gulovej plochy so stredom v zadiatku
S

a polomerom R
”x2y2 dS, S je &ast gulovej plochy x> +y*>+z>=R*,2>0
S

3

a) r/xr! = (4sinVv,~4cosV,u), | =J[Iw/l6+u2vadu =%(15 +161n2)
0

0

b) | =z*(a/a’ +1 +In(a+-/a’> +1))

4

c) | :%sinacosza
1 /1-u ﬁ
d) x=u,y=v,z=1-u-v,0<u<1,0<v<l-u,l :J'[J'uv(l—u—v)ﬁdvjdu=l20
0 0
¥ 6527

3
€) X=ucosV,y=Usinv,z=u,2<u<30<v<2r,| = I[ uzuﬁdquv=
0\ 2

f) I

12551
420



X=UcosV,y=Usinv,z=u*0<u<-/a,0<v<27,r xr =(-2u’cosv,~2u’sinv,u)
Ja

27
g) \FJXF" :um,l = IU«/1+4U2 vadu :ﬁ[ﬁ«/1+4a +;1n(2ﬁ+«/1+4a)}
(URNRY)

h) 1 =7[[R\/R2 +l+ln(R+w/R2 +1)J

. . V4 s
X=acosUcosV,y=asinuUcosVv,Z=asinv,0<u SZ/Z,—ESVSE,

1) r/xr/=(a’cosucos’v,a’ sinucos”v,a’ sinvcos v),|r; x ;| = a’ cos v,

0[N

27
8
| = I jazcoszvaz cosvdv |du =§7z‘<514
0

a

2

. . Vs
X=RcosuUcosV,y=RsinucosVv,Z=Rsinv,0<u S27Z,OSVSE,

) r/xr! = (R*cosucos®Vv,Rsinucos?v,R*sin vcos V),

27|
|=j
0

rl x rv" =R%cosV,

O o |y

R?cos?VRsin VR? cosvdv |du = % R®

T

X=RcosucosV,y=RsinucosVv,Z=Rsinv,0<u<27,0<v< 5

b

k)

N

2r
) 27
| =R® Icosz usin’ uduJ.cos“VcosVdv =ER6
0 0

Priklad 2: Vypocitajte nasledujuce plosné integraly druhého druhu:
a) ” xdydz + ydxdz + zdxdy , S je &ast’ plochy r=ui+vj+ (uv+ 1Kk, (u,v) €(0. 1)*
S

orientovanej tak, ze normalovy vektor zviera s vektorom K ostry uhol

b) [[ ydydz + xdxdz + zdxdy , S je &ast’ plochy r=ui+Vvj+(uv+ Dk, (u,v) €(0. 1)’
S

orientovanej tak, ze normalovy vektor zviera s vektorom K ostry uhol

c) ” xdydz + ydxdz + zdxdy , S je Gast’ paraboloidu r=ui+vj+ (u? vHk, (U+v) <1
S
orientovanej tak, ze normalovy vektor zviera s vektorom K tupy uhol

d) ” zdxdy + xdxdz + ydydz , S je ¢ast plochy x-y+z-1=0,x>0,y <0,z >0 orientovanej tak,
S
ze normalovy vektor zviera s vektorom K ostry uhol

€) _[ J ydydz + zdxdz + xdxdy , S je ¢ast roviny X +Yy +z = a, leziaca v prvom oktante a
S

orientovana tak, ze normalovy vektor zviera s vektorom K ostry uhol

f) ” xzdydx + xydydz + yzdxdz , S je povrch ihlana ohrani¢eného rovinami Xx=0,y=0,z=0, X +
S
y +z =1, orientovany normalou von



g) J‘J. xzdydx + xydydz + yzdxdz , S je povrch kocky (0, 1)*, orientovany normélou von
S

h) ” xzdydz + ydxdz + zdxdy , S je povrch valca, ktorého podstava lezi v rovine z = 0, stred je
S

v zaciatku stradnicovej sustavy, polomer je R a vyska H, orientovany normalou von

i) ” x2dydz + z2dxdy , S je ¢ast kuzelovej plochy x> +y*=7% 0 <z < I, orientovanej tak, 7e
S

normalovy vektor zviera tupy uhol s vektorom k

1) ” xdydz + ydxdz + zdxdy , S je gul'ové plocha x* +y* + z> = a°, orientovana normalou von
S

2
k) ” dydz dxdz dxdy ,Sje ehpsmd —+ y— +E , orientovany normalou von
y b*>  ¢?

Rieenie: a) | = - S
ieSenie: a) | .[[j(l uv)du]dv A

0\o0

b) | =.(|;U(—u2 —v? +uv+1)dquv=%

0

c) | :”(u2 +v?)dudv Z.([[fpz_pd(g]dp:%

G
X=uy=Vv,z=1-u+v,0su<lu-1<v<0,r/xr, =(,-1L1)

1 0 1
:J;[J'(l—2u—2v)dv]du ==

u-1

d)

3
a
€) X=u,y=v,z=a-u-v,0<u<al0<v<a-u,l =7

1
DIy

S, :Xx=U,y=v,2=0,05u<1,0<v<LIl, =—[|0dxdy =0

O ey —

S,:Xx=u,y=v,z=1,0<u<1,0<v<],I, ldxdy =1,

S;:x=u,y=0,z=v,05u<,0<v<LIl,=||0dxdz=0,

g S,:x=u,y=Lz=v,0su<1,0<v<LlI,

St S Oy —

ldxdz =1,

S;ix=0,y=u,z=v,05u<L0<sv<] I, 0dydz =0,

I
= Y

S;:x=Ly=u,z=v,05u<10<v<LlI ldydz =1,

< "_ Ctlm . Ot~ o Oy o'—._‘

II
O C— —



S,:Xx=Rcosu,y=Rsinu,z=v,0<u<27,0<v<H,I =27HR’

h) S,:X=uUcosV,y=uUsinv,z=0,0su<R,0<sv<2r,1,=0,
S,:X=uUcosV,y=Usinv,z=H,0<u<R,0<v<2r,I,=7HR?,
| =37HR?

X=UcosV,y=Usinv,z=U,05u<1,0<v<27,r/ xr, = (-UcosV,—-UsinV,u)

i) 12z e
I=J. J(u3cos3v—u3)dv du=-=
0 0 2
. . V4 V4
X=aCOSUCOSV,yZaSII’IUCOSV,ZZaSIHV,OSUSQﬂ',—ESVSE,
J) z

271 2
I :a3j J.cosvdv du = 47a’
0 T

2

T
)

. . T
X=aCOSUCOSV,yZbSIHUCOSV,Z=CSan,0SUS27Z’,—ESVS 5

© r, x r, = (bc cos U cos” v,acsin U cos” v, ab sin v cos V)
27| 2 b
c ac ab bc ac ab
IZJ. J.( +7+7)COSVdV du=4r —+ — 4+
0 b ¢ a b ¢

Priklad 3: Pomocou Gaussovej-Ostrogradského vety vypocitajte nasledujuce plosné integraly:

a) ” x2dydz + y2dxdz + z2dxdy , S je povrch kocky (0, 1)°, orientovanej normalou von
S

b) J J xzdxdy + xydydz + yzdxdz , S je povrch ihlana ohrani¢eného rovinami X =0,y =0,
S
z=0, x+y+z=1, orientovaného normalou von
c) J‘J. x*dydz + y*dxdz + z*dxdy , S je gul'ova plocha x> +y* + z* = @, orientovana
S

normalou von

d) objem elipsoidu so stredom v zac¢iatku suradnicovej ststavy a polosami a, b, ¢
v stradnicovych osiach X, Y, z

1 1
RieSenie: a) | =2_[ I(x+ y+2z)dxdydz =3
000

1 1

ot octm—m

1 -X-y 1
b) I = (X+y+2z)dzdydx =—

I ;
C)lzgﬂas

5

. . Vs Vs
X=acosUcosV,y=Dbsinucosv,z=csinv,0<u SZﬂ,—ESVSE,

2
d) P _ 2mabe J.cosvdV=4—ﬂabC
34 3
2



Priklad 4: Pomocou Stokesovej vety vypocitajte nasledujuce integraly:
a) J.J.(y +2)dX + (z+ X)dy + (X + y)dz , K je elipsa x = asin’t, y = 2asin t cos t, Z = acost,
K
t € (0, 2m), orientovana stihlasne s danym parametrickym vyjadrenim

b) ” xzdxdy + xydydz + yzdxdz , K je priese¢nica valcovej plochy x*+y*= 2y a roviny y=z
K

c) 21 20)dx + (X2 + 2%)dy + (X + y?)dz, K je prieseénica ploch x* +y* + 2* = 2bx,
(y ) ( )dy + ( y
K

x> +y*=2ax,2>0, 0 <a< b, orientovana suhlasne s mensou &astou gul'ovej plochy S:
x> +y* + 22 = 2bx, ktorej je okrajom, pricom plocha S je orientovana normalou von

d) J.J.(x2 —yz2)dx + (x* = xz)dy + (z* — xy)dz , K je oblik AB skrutkovice s parametrickym
K

vyjadrenim x=acost,y=asint,z=ht2n, A=[a, 0, 0], B=[a, 0, h], pri¢om krivku K
uzavrieme usec¢kou BA

RieSenie: a)rot F=0,1=0
b)rot F=0,1=0

X=U,y=V,z=-/2bu—-u*-v*0<u<2a,—/2au—-u* <v<-2au-—-u’,

© rotF = (2(y - 2),2(z - X),.2(x = y)), | = 2b”( v + IJ dvdu =27a’b

$\A/2bu —u? —v?

3

1
a) rotF =0, | :jh3t2dt =h3
0



