ULOHY O POLIACH

Priklad 1: Najdite obor definicie Q funkcie f, vyjadrite gradient funkcie f a jej derivaciu v danom
smere S a urcte ich hodnoty v bode Xy

a) f(x,y)=2¢+3y%s=(0, 1), Xo=[1, 1]
b) f(x,y):1 Z/,s=(—1,1), Xo=[1,~1]

c) f(x,y)=Inyx>+y>,s=(3,4), Xo=[-1,-1]

d) f(x,y,z) =2xy’z", s—(l, 1,1), Xo=[1, 1, 1]

e) f(x,y,z)=sin(x+y*+2°),s=(0,0,-1), Xo=[m, 0, 0]
f) f(x,y,z)=eYy+1Inz,s=(1,1,-1),Xe=10, 1, 1]

Riesenie: a) Q = R%, F(X) = grad f = (4x, 6y), F(Xo) = (4, 6), f's (X) = 6y, f's (Xo) =6
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d) Q=R®, F(X) = grad f = (6x’y*2* 4x°yz* 8x’y*2*), F(Xo) = (6, 4, 8),
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e) Q=R3, F(X)=grad f= (cos(x+ y* +2°),2ycos(X+ Yy’ +2°),32% cos(X + Yy + 23)),
F(Xo) = (-1, 21, -3, F's (X) = (0,0,-32 cos(x+ y* + 2%)), F's (Xo) = (0, 0, 37%)
f) Q= {(x,y,2)e R’, 2> 0}R’, F(X) = grad f = (y, €*, 1/2), F(Xo) = (1, 1, 1),
1
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b) Q= {(x,y)e R%, xy =1}, F(X) = grad f = [ ) F(Xo) = (172, 1/2),

Priklad 2: Najdite vSetky body oblasti Q, v ktorych je gradient skalarneho pola (€2, f) ur¢eného
funkciou f z prikladu 1. na oblasti Q nulovy a vsetky tie body, v ktorych je gradient najvacsi.

grad f‘ = \/m , neohraniCene rastie, &
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1— xy) , neohranicene rastie, &

RieSenie: a) bod [0, 0],

1

- I+ Y nema stacionarne body, &
d) vsetky body suradnicovych rovin, x =0,y =0,z =0,
grad f|= 2x2yz3J9yzz2 +4X°2% +16x°Y?

, heohraniCene rastie, &



e) body ekvipotencidlnych ploch, ktorych stradnice vyhovuju rovniciam

x+y' +2=kmn/2,k e Z, |grad f|=cosr/l+4y> +9z*,r =x+y*> +2°, body,
ktorych suradnice vyhovuji rovniciam x + y* + z° = 2k.m, k € Z
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Priklad 3: Vyjadrite divergenciu vektorového pol'a definovaného diferencovatel'nou vektorovou
funkciou F na R®, vygislite hodnotu divergencie v bode X, a uréte typ pola (Zriedlové, nezriedlové)

a) FX,y,2)=(x+y+z,y+1212), Xo=[1, 1,1]

b) F(x,y,2)=(Xz, -2y’7*, xy’z), Xo =1, -1, 1]

¢) F(xy,2) =0, 2xz, -2yz), Xo = [-1, -1, 0]

d) F(xY,2) = -yz,2x), Xo=[0, 0, 1]

e) F(X,y,2)=Xyz,x+y+1z xy+yz),X,=[0,1, 1]

) FXy,=X1+y+2),yx+1+2),2(x+y+1)),X=[l,1,1]

RieSenie: a) div F = 3, Zriedlové pole
b) div F = 2xz — 6y*2* + x y?, div F(1, -1, 1) =—3, v poli je nora
c) div F =2xy—2y, div F(-1, -1, 0) =4, v poli je zriedlo
d) div F =-z,div F(0, 0, 1) =—1, v poli je nora
e)divF=yz+1+y, div F(0, 1, 1) =3, v poli je zriedlo
f)divF=3+2(x+y+2z),divF(l,1,1)=9,vpolije zriedlo

Priklad 4: Najdite vietky body R®, v ktorych je divergencia vektorového pol'a z prikladu 3. nulovéa

RieSenie: a) divF=3#0,J
b) 2xz — 6y’z*+ x y* = 0, plocha priestoru uréen4 danou rovnicou
¢) rovina y = 0 (suradnicova rovina Xz) a rovina X = 1 (rovnobezna s rovinou yz)
d) rovina z = 0 (siradnicovéa rovina Xy)
e) y(z +1) +1 =0, plocha priestoru ur¢ena danou rovnicou
f) 2x + 2y + 2z + 3 = 0, rovina priestoru ur¢ena danou rovnicou

Priklad 5: Najdite rotaciu vektorového pol'a uréené¢ho vektorovou funkciou F z prikladu 3.,
vycislite jej hodnotu v bode Xy a zistite rychlost’ viru v danom bode

RieSenie: a)rot F = (-1, 1, 1), | rot F | = 3, v kazdom bode pol'a je rovnaky vir
b) rot F = (yz(2x + 4y?), X*- y’z, 0), rot F(1, -1,1) = (-6, 0, 0), v bode je vir
¢) rot F = (<2(x + 2), 0, 2z — x%), rot F(—1, —1,0) = (2, 0, —1), v bode je vir
d) rot F = (y, -2, -2y), rot F(0, 0, 1) = (0, -2, 0), v bode je vir
e)rotF=(X+z-1,xy—1,xz+ 1), rot F(0, 1, 1) = (0, -1, 1), v bode je vir
HrotF=(z—-1,x-2,y-2),rot F(1, 1, 1) =(0, 0, 0), v bode je vir



Priklad 5: N4jdite vetky také body R, v ktorych je rotacia vektorového pola uréeného vektorovou
funkciou F z prikladu 3. nulové (v bode nie je vir) a body, v ktorych je rotacia najvicsia.

Riesenie: a) J, konstantna rotacia |rot F| =3
b) [0, 0, 2] - body osiza [0, Y, 0] - body osiy abody [-1/2, £1/2, 1],
ot F| = \/y222(2x +4y*)? +(x* —y’2)* , neohranidene rastie - &
¢)[0,y, 0] -bodyosiyal[-1,Y, 1] - body priamky rovnobeznej s osou Y,
ot F| = \/4(X +2)° +(2z2-x%)* , neohrani¢ene rastie - &

d)J, |rot F | = \4+5Yy? , neohrani¢ene rastie - &

9 -5 2 1+-5][1+/5 2 1-5
2 1=57 2 | 2 C1+/57 2
[rot F| = /(x+2—1)? +(xy—1)> +(xz+1)* , neohraniene rastic - &
f)[1,1,1], [rot F| = \/(Z—l)2 +(Xx—2)* +(y—2)* , neohrani¢ene rastie - &

Priklad 6: Ukazte, ¢i je vektorové pole uréené vektorovou funkciou F neZriedlové a vyjadrite
Laplacian pol'a bode Xo =1, 1,1]
a) F(XY,2) = (2x* +8xy’z, 3y — 3xy, -4y’Z* — 2X°2)

b) F(x,y,2)=(=2x2", -2yz’, )
©) FXY,2)=(xy-x,x",-y2)
d) FY,2)=(x+YyZ,xy’, xyz’)
e) F(xy,2)=(y, 1)
0 F(xy,z)=0¢ +y2+ 22 XY + 3y + X7, —2xz — 2x°yz — 2y7°)
Riesenie: a) div F = x*+ x # 0, pole nie je nezriedlové, AF = 4+8y*, AF(1, 1,1) =12
b) div F =272 - 22° + 42’ = 0, pole je nezriedlové, AF = 122> — 2, AF(1, 1,1) = 10
¢) div F =y - 3x* + 3x* -y = 0, pole je nezriedlové, AF = —6x, AF(1, 1,1) =—6
d) div F =1+ 2xy — 2xyz # 0, pole nie je nezriedlové, AF = 2x(1 —y), AF(1, 1,1)=0
e) div F = 3x* + 3y* +32° # 0, pole nie je nezriedlové, AF = 6x + 6y + 6z, AF(1, 1,1) =18
f) div F = 2x+ 2x%y + 6yz> —2x — 2x%y — 6yz> = 0, pole je nezriedlové,
AF = x+2x* + 622 — 12yz, AF(1, 1,1) =3

Priklad 7: Vyjadrite Laplacian vektorového pol'a uréeného vektorovou funkciou F z prikladu 3. a
vypocitajte jeho hodnotu v bode X

RieSenie: a) AF =0 v kazdom bode pola
b) AF =2z — 12y7*, AF(1,-1,1) = 14
c) AF =2y, AF((-1,-1,0)=-2
d) AF =0 v kazdom bode pol'a
e) AF =0 v kazdom bode pol'a
f) AF =0 v kazdom bode pol'a



