ULOHY O KRIVKACH

Priklad 1: Dana je vektorova funkcia

a) r(t)=(sint, cost, 2 +t%)

b) r(t) = (2t, —t3, 1)

c) r(t) =(cost, 1/cost, sin t)

d) r(t)=(sint, cost, tant)

e) r(t) =(e', e* t.e")
N4jdite prvky Frenet - Serretovho repéru (vektory t, b, n) a trojhranu (rovnice priamok -
doty¢nica, normala a binormala, rovnice rovin - oskulac¢na, rektifikacna, normalova) krivky
uréenej danou vektorovou rovnicou, vyjadrite funkcie prvej a druhej Krivosti, a v bode t = 0
vypocitajte suradnice bodu krivky P a vektorov t, b, n a hodnoty 1k, 2k.

RieSenie:

2) P =[01,2],t(0) = (L0,0),b(0) = (0~

1 1 2
= ’E)’ n(0) = (O,E,E),
b) P =[0,0-1],t(0) = (L0,0),b(0) = (0,10),n(0) = (0,0,-1)'k (0) = 0.5’k (0) =1.5

¢) P =[110],t(0) = (0,0.1),b(0) = (—%,—%,0), n(0) = (%,%,0),%(0) —\/2,%(0) = 0

%(0) =~/5,%k(0) =0

) P=[0LOLtO) = (5 0-1-).b(0) = (15.0-~1-)in(0) = (0.-10) k(0) =0.5°k(0) =L

- (L2 1 -t 2 .3 1 1
N P_[l’l’o]’t(o)_(\/E’\/E’\/E)’b(o) o \/E'\/E)’n(o) ( \/%’\/%'\/%)’
1 _ \/g 2 _
O=5s5 =2

Priklad 2: Najdite funkciu prvej krivosti *k(t) krivky uréenej vektorovou funkciou
a) r(t)=(acost, bsint, 0),t (0, 2n),a,b e R-elipsa
b) r(t) =(a/cost, btant, 0),t e (0, 2r), a, b € R - hyperbola
c) r()=(t pt>0),teR,peR-parabola
d) r(t)=(t, a, 0),te R,ae R,a=#1-exponenciala
e) r(t) =(t, log.t,0),t €« R",a e R, a=#1 - logaritmicka krivka
f) r(t)=(t,sint, 0),t € R - sinusoida
g) r()=(t, tant, 0), t e (- /2, n/2) - graf funkcie tangens
h) r(t) =(t,sinh t, 0),t € R - retazovka
i) r(t)=(acost,bsint, vt),t e (0, 2n), a,b € R - elipticka skrutkovica
J) r()=(r(1-t)cos2nt, r (1-t)sin2x, vt),t € (0, 2n), r, v € R - konicka skrutkovica
k) r(t)=(rsintcos 2t, -rsintsin 2t, r cost), t € (0, @), r € R - sféricka skrutkovica
) r(t)=(-rsintcost, rcost, rsint), t e (0, 2x), r € R - Vivianiho krivka
m) r(t) =(rcost,rsint, rsintcost), t e (0, 2rn ), r € R - zvinena kruznica
a zistite, v ktorych bodoch krivky nadobuda prva krivost’ extrémne hodnoty.

ab
JaZsin?t +b?cos?t
vrcholy P(r/2), P(3n/2) - *k(t) = a™*b - min

RieSenie: a) 'K(t) = , hlavné vrcholy P(0), P(r) - *k(t) = ab™ - max, vedlajsie

abcos’t

2 i 2 NN —, hlavné vrcholy P(0), P() - K(t) = ab’® - max
(@°sin“t+b )\/a sin“t+b

b) K(t) =




¢) (t) = 2p  hlavng vrchol P(0) - *(t) = 2p - max

(1+4p2t?)1+4pt’
Ina , ,
d) k(t) = Partiinta)?’ nema extrém
a'lna , ,
e) 1k (t) = m , néma extrem
sint
f) k() = o052 P(n/2) - *k(t) = 1 - max
. 2sintcos’t () =
sinht
) ()= S e PO k) =1 max

Ja®v? cos’t +b?v?sin’t + a’b?
(a®sint+b?cos’t +v?)*?

P(0), P(m) - 'k(t) =

i) K(t) =

v max, P(n/2), P(3n/2) -k (t) = e min

i) K (t) :;d;,d = rP2-2t+t?)+v2,d, = [rP(3-2t +12) +V?(5-2t +1?)

r/2r? + 4v? r\—

P(L) - *k(t) =

- max, P(ty), P(t2) -'k(t) =
(r2+v2)3’2 (l) (2) () —3r5+rv4—6r3V2+2l’V4J3/2

r(r? +v?)

2r5 +2rv2 +./2. /- r3(r? +v?)(5r® —rv* +10r’v?)
2r° +2r%v?

min, t,, =

4(~7 +3c0s2t)* + (1—-6¢0s2t + 3cos4t)® +576¢c0s° tsin* t
r(x/(cost—:%cosz)2 +4sin’t +(sint —3cos3t)*)®

P(0), P(m) - 'k(t) = l;\/z -max, P(n/2), P(3n/2) - k(t) = 54r \/? - max,

k) lk(t) — 4\/

\/4(1+ cos’t) +sin®t(2 + cos2t)?
r/@+cos’t)®

P(0), P(m) - *k(t) = i max, P(w/2), P(3/2) - 'k(t) = 2}5 - max

1) *k(t) =

m) k() = \/1+ cos’ t(—2+c0s2t)® + (2 +sintcos2t)?
r./(1+cos’*2t)° ’
1

P(0), P(m) - 'k(t) = r\/i - min, P(r2), PG2) - k(1) = 2 - max

r



Priklad 3: Najdite hodnoty parametra t, ktoré urcuju body krivky k s extrémnou druhou
krivost'ou, ak je krivka hodografom vektorovej funkcie

a) r)=(t,*-1,1-1),teR

b) r(t) = (sin 2t, 2sin t, cos t)

c) r(t)=(acost, bsint, vt), t € (0, 2n), a, b € R - elipticka skrutkovica

d) r(t) =(r (1L -t)cos2nt, r (1 -1t)sin2x, vt),t € (0, 1), r, v € R - konicka skrutkovica

e) r(t) = (r sin ©t cos 2xt, -r sin wt sin 2xt, r cos nt), t € (0, 1), r € R - sféricka skrutkovica

f) r(t) = (-rsintcost, rcos’t, rsint), t e (0, 2n), r € R - Vivianiho krivka

g) r(t)=(rcost, rsint, rsintcost),t e (0, 2xn ), r € R - zvlnena kruznica

RieSenie:.a) *k(t) =0, t e R
b) %k(t)=0,te R

abv abv .
c) ’k(t) = , P(0), P(m) - *k(t)=———— - min,
) kO a’v?cos’t+b?v’sin®t +a’b? (), P(m) - k() a’v’ +a’b’
bv
P(r/2), P(3m/2) - k() = — > - max
(R2), PER2) - k() =
7-2t+t° 7 -
d) 2k(t) = , P(0) - *k(t)=—————-min
) kO r’(3—2t+t?)+v*(5-2t +t?) (0)-7k® 3r? +5v?
% (1) = —11cost +3cos3t + 4(sin 2t — 6sin 4t + 3sin 6t)
e) r((—7 +3cos2t) + 4(1—6¢os2t +3cos4t)® +576 sin®tcos’ t))
P(0) - max, P(r) — min, 2k(t) = 4
17r
6cost +3
k(t) = , P(0) - max, P(r) — max, ?k(t) = ="
f) ® r(4(1+cos®t) +sin®t(2 +cos2t)?) ©) () ® ar
2 (1) = 12 cos2t
9) r(4(=7 +3cos2t)® + (L— 6cos2t + 3cos4t)* + 576 cos’ tsin® t)
P(0) - max, P(r) — max, 2k(t) = 1172 P(n/2), P(31/2) —min, %k(t) = 0
r

Priklad 4: Ukazte, ¢i su krivky ur¢ené vektorovymi funkciami
a) r(t)=(rcost, rsint, vt), t € (0, 2r), r € R - cylindricka skrutkovica
b) r(t)=(acost, bsint, vt), t € (0, 2rn), a, b € R - elipticka skrutkovica
c)r)=(r(L-t)cost, r(1-t)sint,vt), t e (0, 2xn), r,v € R - konicka skrutkovica
d) r(t) = (rsintcos 2t, -r sintsin 2t, r cos t), t € (0, ), r € R - sféricka skrutkovica
krivkami konstantného spadu.
k@) r

%K(t) v

Riesenie: a)

3

b)

k) 1 (a’v’cos’t+b*vsin’t+a’h?
’k(t) abv a’sin’t+b*cos’t+v?

o kO _ o _1(dl)

Jz
, Nie je krivka konstantného spadu

k() rd® r
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Priklad 5: Najdite vektorovu funkciu kriviek, ktoré su ekvidistantami krivky urcenej vektorovou
funkciou

a) r(t)=(t,at’+bt+c,0),teR,abceR

b) r(t)=(t, cost, 0),te (0, 2r)

c) r)=(t, Int, 0), t € (0, )

d) r(t) =(rcost, rsint, vt),t € (0, 2rn), r,ve R

e) r)=((1-t)cost,0,vt),t € (0, 2n),veR

2at 1
RieSenie: a) p(t)=|t+k. ,at® +bt+Kk. 0lkeR
1+ (2at +b)? 1+ (2at +b)?
sint -1
b) p(t) = ( W costik.m,o}ke R
c) p(t)= (t+k Jnt+k.—— JkER
A/ +t x/l-l—t

d) p(t) = (cost(r £k./r* +v?,sint(r £k/r> +v*,vt),k e R

p(t) :[(1_t)costi\/k,0,v_ti k(cost+(1—t)sint))k cR
bd bd

d= x/(cost +(1-t)sint)® +v*,b=2sint + (t —1)cost

e)

Priklad 6: Najdite vektorovt funkciu kvadratickej krivky definovanej na intervale (0, 1), ktorej
zaCiato¢nym bodom je bod P(0) a koncovym bodom bod P(1), pri¢om vektor d(t) je vektorom
doty¢nice krivky v bode P(t)

a) P(0)=1[2,2,0],P(1)=10,2,2],d(0) = (2, 3,-2)

b) P(0)=1[4,0,0],P(1)=1[0,4,0],d(1)=(21,3)

RieSenie: a) r(t) = (-4 + 2t + 2,-3t> + 3t + 2, 4t*- 2t)
b) r(t) = ( 6t> — 10t + 4,-3t> + 7t,- 3t - 3t)

Priklad 7: N4jdite vektorovu funkciu kubickej krivky definovanej na intervale (0, 1), ktorej
zaCiato¢nym bodom je bod P(0) a koncovym bodom bod P(1), pricom vektory d(0) a d(1) su
vektormi doty¢nic krivky v prislusnych bodoch

a) P0)=1[2,1,0],P(1)=11,4,2],d(0)=(0,0,2),d(1)=(0,2,0)

b) P(0)=10,0,4],P(1)=10,0,0],d(0)=(1,1,-1),d(1)=(-1,-1,0)

RieSenie: a) r(t) = (23- 3t% + 2,-483 + 72 + 1,-26%+ 2t° + 2t)
b) r(t) = (- t? + t,-262 + 2 + t, 863 - 12> + 4)

Priklad 8: N4jdite vektorovu funkciu kubickej krivky definovanej na intervale (0, 1), ktorej
zaCiato¢nym bodom je bod P(0) a koncovym bodom bod P(1), pricom vektor d(0) je vektorom
dotycnice a vektor b(0) vektorom binormaly krivky v bode P(0)

a) P(0)=1[1,0,0],P(2)=10,1,1],d(0)=(1,0,0),b(0)=(0,0,-1)

b) P(0)=12,2,0],P(2)=10,0,2],d0)=(0,1,0),b(0)=(0,0,1)

RieSenie: a) r(t) = (at® + (-2- )P +t+ 1, 12— K 12, )
D) rit)= (-1 - %P +2 at — (a+3)t? +t + 2, 2t)



