Dagmar Szarkova
Kuzel’oseCky

KuZel'osecky su rovinné krivky druhého stupna, ktoré delime na
a) regularne kuzel'osecky: elipsa, parabola hyperbola;
b) singularne kuzelosecky: bod, priamka, dve priamky.
Vsetky typy kuzeloseCiek mézeme ziskat’ ako rezy kuzel'ovej plochy rovinou.
a) Ak rezova rovina neprechadza vrcholom, rezom kuzel'ovej plochy je regularna

kuzelosecka.
b) Ak je rezova rovina vrcholova (prechadza vrcholom), rezom kuzel'ovej plochy je

singularna kuzel'osecka.

V analytickej geometrii ste sa zoznamili s rovnicami kuzel'oseciek. Pre zopakovanie si
uvedieme definicie, dolezité pojmy a ich oznacovanie. Osvojime si ohniskové konstrukcie, ktoré
vychéadzaju z definicii, ako i d’al$ie konstrukcie, ktoré umoznuji narysovat’ kuzel'osecky rychlejsie
ako bodové ohniskové konstrukcie. Uvedieme tiez tlohy, ktoré technik v praxi naj¢astejSie
potrebuje.

1. Definicie, oznacenia a ohniskové konstrukcie kuzeloseciek

1.1. Elipsa

Definicia: Elipsa je mnozina vSetkych bodov v rovine E,, ktoré maju od dvoch r6znych bodov 'F,
2F staly stéet vzdialenosti rovny 2a, pricom 2a>|'FF|.

(1) Symbolicky zéapis: elipsa = {Xe E,; |X'F|+X?F|-=2a, 2a>|"F*F|}

Pojmy a ich oznacenie (obr.1)
'F, 2F — ohniska
o — hlavna os (‘o="F?F)
20 — vedlajsia os (os Usecky 'F2F)
S — stred
A, B — hlavné vrcholy
C, D — vedl'ajsie vrcholy
a — dizka hlavnej polosi a=|AS|=|BS]
b — dizka vedlajsej polosi b=|CS|=|DS|
e — excentricita e=/'"FS|=°FS|
A'FSC - charakteristicky trojuholnik

Dizky a, b reprezentuja konstanty v rovnici elipsy
(x-m)' (y-n}
a’ b2
so stredom S(m;n) .
Vzt'ah medzi dizkami a, b vyjadruje Pytagorova veta
a’=b?+e?,




Ohniskova konstrukcia elipsy (obr.2)

Dané st ohniskéa 'F, ?F a usecka KL dizky 2a, 2a>|1F2F|. Zostrojme elipsu ako mnozinu
bodov s vlastnost'ou (1).

Usec¢ku KL je vhodné umiestnit’ na os
'o tak, aby sa jej stred stotoznil so stredom
usecky "F?F, potom krajné body K, L sa
stotoznia s hlavnymi vrcholmi A, B elipsy.
Bod 1 a d’alsie pomocné body volime medzi
bodmi 'F a S.

Body elipsy ziskame v prieniku kruznic:
Tk k={'"M,2M}, "k’ ={>M,*M}, pricom

'r=|IA1], “r=|B1|,
'k(F;'r), 'KFsTn),
) CFn), K (Fn).
Kazdy z bodov 'M, i=1....,4 spiiia vlastnost:
'M'F|+M?F|-2a,

je teda bodom elipsy. Vhodnou vol'bou
d’al§ich pomocnych bodov a opakovanim
konstrukcie ziskame nové Stvorice bodov
elipsy.

: Z konstrukcie vyplyva, Ze elipsa je
Obr. 2. sumernd podl’a osi 'o,%i podrla stredu S.

Je uzito¢né osvojit’ si konstrukciu kuzel'ose¢iek pomocou hyperoskulaénych kruznic, ktora
technici vel'mi Casto pouzivaju.
Hyperoskulacné kruZnice nam nahradzaju obluky kuzel'oseciek v malom okoli ich vrcholov.
(obr.3)

Ak skombinujeme ohniskovt konstrukciu kuzel'osecky s hyperoskulacnymi kruznicami,
ziskame vel'mi dobry zéklad pre dorysovanie kuzel'osecky pomocou krividla.

Hyperoskulacné kruZnice elipsy (obr.3)

Uloha ¢ 1: Zostrojte elipsu, ktora je dana dizkou hlavnej polosi a a dizkou vedrajsej polosi b,
pomocou hyperoskula¢nych kruznic.

RieSenie: (obr.3)

Prieseéniky E a G kruznic k(A,b) a I(C,a)
uréuji priamku, ktoré pretina osi '0, 20 v
stredoch '0, 20 hyperoskulaénych kruznic pre
vrcholy A a C.

Kruznicové obluky

'h('0;| '0A)), *h(*0; POC|), a 'h’, *h’,

ktoré st ich obrazmi v stredovej suimernosti so
stredom S, umoznia rychle narysovanie elipsy
pomocou krividla.

Kruznicové obluky 1h, "h’, st celé znutra,
obluky 2h, ?h’, celé zvonka elipsy.




1.2. Hyperbola

Definicia: Hyperbola je mnozina vSetkych bodov v rovine E,, ktoré maja od dvoch réznych bodov
'F, 2F staly rozdiel vzdialenosti rovny 2a, pric¢om 0<2a<|'F?F|.

2) Symbolicky zapis: hyperbola = {Xe E ,; | X'FIHX*F|-2a, 0<2a<|'F*F|}

Pojmy a ich oznacenie (obr.4)

F, 2F — ohniska

o — hlavna os (‘o="F?F)

%0 — vedl'ajsia os (os usecky 1F2F)

S — stred

A, B — hlavné vrcholy

a — dizka hlavnej polosi a=|AS|=|BS|
b — dizka vedlajsej polosi b=|CS|=|DS|
e — excentricita e=['FS|=’FS]|

A 1AS — charakteristicky trojuholnik
1 IJGH — charakteristicky obdiznik
'as, 2as — asymptoty
Body C, D na vedl'ajsej osi nepatria hyperbole. Su
stredmi protil'ahlych stran charakteristického obdiznika
IJHG, ktory umozni 'ahko zostrojit’ asymptoty hyperboly:
las=IS, 2as=JS.

2 2

Rovnica —-— ::—2 =
a
vyjadruje hyperbolu so stredom S$(0;0) a hlavnou osou ov X-ovej suradnicovej osi.
Asymptoty uvedenej hyperboly maji rovnice

yzigx
a

2 2
Rovnica (x ;n) —(y 2n) =1
a b
vyjadruje hyperbolu so stredom S(m;n) a hlavnou sou 10 rovnobeznou s x-ovou stradnicovou
osou.
Z charakteristického trojuholnika IAS hyperboly vyplyva vzt'ah, ktory vyjadruje Pytagorova

veta: e2= a’+b?.




Ohniskova konstrukcia hyperboly (obr.5)

Dané st ohniskéa 'F, ?F a usecka KL dizky 2a, 2a<|1F2F|. Zostrojme hyperbolu ako mnozinu
bodov s vlastnostou (2).

Usecku KL je vhodné umiestnit’ na
—o - o priamku '0 tak, aby sa jej stred stotoznil
' so stredom Gsecky "F?F, potom krajné
body K, L sa stotoznia s hlavnymi
vrcholmi A, B hyperboly. Bod 1 a
d’alSie pomocné body volime
z vnutornych bodov na polpriamke
opacnej k polpriamke 'FS.

Priese¢niky kruznic:
"k k={"M,2M}, 'k 7k =3M,* M} st
bodmi hyperboly, pricom

'r=|A1], “r=[B1|,
'kCFs'n), 'K'CFsT),
CFn, K (F.
Kazdy z bodov 'M, i=1....,4 splia
vlastnost’: |'M'F|-M?F||=2a, je teda
bodom hyperboly.
Z konstrukcie vyplyva, Ze hyperbola
Obr. 5. je sumerna podla osi 'o,%0 i podla

stredu S.

Hyperoskulacné kruznice hyperboly
(obr.6)

Kolmice na asymptoty prechddzajice vrcholmi
charakteristického obdiZnika pretinaja hlavnu os 'o
v strede '0, 20 hyperoskulaénych kruznic.
Kruznicové obluky

'h('0;|'0A|). “h(°0;[*0B))

su celé znttra obluka hyperboly.




1.3. Parabola

Definicia: Parabola je mnozina vSetkych bodov v rovine E,, ktoré maji rovnaké vzdialenosti od
danej priamky d a od daného bodu F, pricom F ¢d.

3) Symbolicky zapis: parabola = {Xe E,; [ Xd|=|XF|, Fzd}

Pojmy a ich oznacenie (obr.7)

F — ohnisko
d — riadiaca priamka
— parameter paraboly p=|Fd|
0 - o0s Fconrold
V — vrchol Veo A |Vd|=|VF|

Obr. 7.

Ohniskova konStrukcia paraboly (obr.8)

Dané je ohnisko F a riadiaca priamka d.

Na polpriamke VF zvol'me bod 1. Body paraboly su v
prieniku pomocnej kruznice
'k(F;|1d)), s priamkou "I prechadzajucou bodom 1 a
rovnobeznou s riadiacou priamkou d

kn'1={"M,2m}.
Body "M, M spiiiaju vlastnost (3) , preto st bodmi paraboly.
Volbou d’alsich pomocnych bodov z polpriamky VF
a opakovanim konstrukcie popisanej pre pomocny bod 1
ziskame d’alSie dvojice bodov paraboly.

Parabola je simerna podl'a osi 0, ako vyplyva
z konstrukcie jej bodov "M, 2M

Parabola s osou 0 rovnobeZznou s X-ovou suradnicovou
osou a s vrcholom V(m;n) ma rovnicu

Obr. 8. (y-n)’= 2p(x-m),
resp. (y—n)’= —2p(x—m), ak ohnisko je vlavo od vrchola.
Hyperoskulacna kruZnica paraboly (obr.8)

Hyperoskulacna kruznica h(O;p=|Fd|) pre vrchol paraboly ma stred O na osi 0 a polomer
rovny dizke parametra p paraboly, leZi cela znutra obluka paraboly.



Parabolu s riadiacou priamkou d a ohniskom F mozno
vnimat’ tiez ako mnozinu stredov vSetkych kruznic, ktoré
sa dotykaju priamky d a prechadzaji bodom F (obr.9).

Obr. 9

2. Bod a kuzelosecka

Vnutorné body kuzel'oseCky su tie, ktoré lezia spolu s ohniskami v oblasti ohrani¢ene;j
kuzeloseckou.
Ostatné body roviny, okrem bodov kuzelosecky, su vonkajsie body kuzelosecky.

3. Priamka a kuzelosec¢ka (obr.10-12)

Nesecnica je priamka, ktord obsahuje iba vonkajSie body kuzel'osecky (v obr.10-12 — priamka
a).

Secnica je priamka, ktora ma s kuzel'oseckou 2 rozne spolo¢né body (v obr.10-12 — priamka b).
Kazda priamka, ktora je rovnobezna s asymptotou hyperboly, ma s hyperbolou jeden
spolo¢ny bod (v obr.11 — priamka c).

Dotycnica je priamka t , ktora ma s kuzel'oseckou iba jeden spolo¢ny bod T (detykovy bod) a
ostatné jej body su vonkajsie.

Tetiva je usecka s krajnymi bodmi na kuZzel'osecke, ktorej vnlitorné body st vnlitornymi bodmi
kuzelosecky (v obr.10-12 — usecka XY).

Priemer stredovej kuzelosecky je tiseCka, ktora obsahuje stred a krajné body ma na kuzel'osecke
(v obr.10-11 — asecka TL).

Priemer paraboly je polpriamka q rovnobezna s osou 0 paraboly, ktorej zaciatok je
bodom paraboly a je stihlasne orientovana s polpriamkou VF (obr.12).

ZdruZené priemery su dvojicou priemerov s takou vlastnostou, ze doty¢nice v krajnych bodoch
jedného priemeru st rovnobezné s druhym priemerom (obr.10).
Existuje iba jeden par zdruZenych priemerov na seba kolmych, ktoré lezia na hlavnej a
vedlajsej osi — AB je najvacsi a CD najmensi zo vSetkych priemerov danej elipsy
(obr.28).

Obr. 12.




Vety o dotycniciach (obr.13-15)

Sprievodice 's, %5 su priamky, ktoré spajaju bod kuzel'osecky s jej ohniskami (obr.13-14).
Aby sme vety o doty¢niciach kuzel'oseciek mohli formulovat’ vS§eobecnejsie, je ucelné
zaviest’ pojem druhého sprievodi¢a bodu paraboly — budeme nim rozumiet’ priamku %,
ktora prechadza bodom paraboly a je rovnobezna s jej osou (obr.15).

Vonkajsim uhlom sprievodi¢ov budeme nazyvat’ uhol, ktory obsahuje hlavny vrchol.

Vnuatorny uhol sprievodicov je susedny k vonkajSiemu uhlu sprievodicov.
V hlavnom vrchole obidva sprievodice splyvaju do jednej priamky. Za vonkaj$i uhol
pokladame ktorykol'vek z obidvoch priamych uhlov, ktorych ramend splyvaju
s hlavnou osou.

Veta 1: Dotyc¢nica rozpol'uje vonkajsi uhol sprievodic¢ov dotykového bodu (obr.13-15).

Veta 2: Normala je kolmica na doty¢nicu v dotykovom bode (rozpol'uje vntitorny uhol
sprievodi¢ov dotykového bodu) (obr.13-15).

Veta 3: (o bodoch Q) Mnozina vsetkych bodov Q sumerne zdruzenych s jednym ohniskom elipsy
(hyperboly) podla jej doty¢nic je kruznica so stredom v druhom ohnisku a polomerom 2a
(obr.13-14).

Bod 'Q je bod sumerne zdruzeny s ohniskom 'F podla dotycnice t, 'Qe'f(’F;2a) ;
bod 2Q je bod stimerne zdruzeny s ohniskom “F podla dotyénice t, 2Qe?f('F;2a).
Kruznice 'f, *f nazyvame riadiacimi kruZnicami.

Spojnica bodu 'Q (i=1,2) so stredom riadiacej kruznice, na ktorej leZi, pretina dotycnicu v jej
dotykovom bode.

Obr. 13. Obr. 14.

Veta 4: (o bodoch P) Mnozina vSetkych piat P kolmic vedenych ohniskom na doty¢nice elipsy
(hyperboly) je kruznica v so stredom S a polomerom rovnym dizke hlavnej polosi a, ktora
nazyvame vrcholovou kruznicou v(S;a) (obr.13-14).
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Obr. 16.

Veta 3": (0 bodoch Q) Mnozina vSetkych
bodov Q sumerne zdruzenych s ohniskom
paraboly podl’a jej doty¢nic je jej riadiaca
priamka d (obr.15).

Veta 4°: (o bodoch P) Mnozina vsetkych
piat P kolmic vedenych ohniskom na
doty¢nice paraboly je jej vrcholova
dotycnica v (t.j. doty¢nica vo vrchole V)
(obr.15).

Subtangentou budeme nazyvat' dizku usecky |XT4,
ktora je urCena priese¢nikom X doty¢nice paraboly

s jej osou a patou T4 kolmice z bodu T na os paraboly
(obr.16).

budeme nazyvat dizku usecky |YT4],
ktora je urcend priesecnikom Y normaly paraboly s jej
osou a patou T4 kolmice z bodu T, ktorym normala
prechadza, na os paraboly (obr.16).

Veta 5: Vrchol rozpol'uje subtangentu — |[XV|=|VT4|
(obr.16).

Veta 6: Dizka subnormély sa rovna parametru
paraboly p=|T1Y| (obr.16).

Veta 7: Ohnisko rozpol'uje usecku, ktora je si¢tom subtangenty a subnormaly. |QT|=|XF|=|FY]|

(obr.17)

Veta 8: Spojnica priesecnika dvoch roznych doty¢nic 't, %t paraboly so stredom tetivy urcenej ich
dotykovymi bodmi 'T, 2T je rovnobezna s osou paraboly. (obr.18)

Obr.17




V praxi sa vel'mi Casto stretdvame s lohou narysovat’ doty¢nice z bodu k elipse (napr.obrysové
tvoriace priamky kuzel'ovej plochy), resp. narysovat’ doty¢nice rovnobezné s danym smerom (napr.
obrysové tvoriace priamky valcovej plochy).

Uloha & 2: Zostrojte dotyénice k elipse z jej vonkajsieho bodu R . Elipsa je dana ohniskami 'F’Fa
dlzkou hlavnej polosi a.(obr.19)

Rozbor: Pre bod 'Q, ktory je

sumerne zdruzeny s ohniskom 'F

podl'a h'adanej doty¢nice t musi

platit: 'QR=['FRY|. Z toho vyplyva,

7e 'Q lezi na kruznici k(R;|R"F)).

Podla vety 3 (o bodoch Q) bod 'Q

musi lezat’ na riadiacej kruznici

'$(’F;2a).

RieSenie: Body 'Q a 'Q" ngjdeme

v prieniku kruznic Kk a 'f,

Doty¢nice t a t” prechadzaju bodom

R a st osami useckiek 'F'Qa 'F'Q".

Dotykové body T a T ziskame

v prieniku doty¢nice t resp. t” so

; spojnicou bodu 'Q resp. 'Q” so
stredom °F riadiacej kruznice 'f,

Obr. 19.

Uloha & 3: Zostrojte dotyénice k elipse rovnobezné s danym smerom s. Elipsa je dand ohniskami
'F,?F a dizkou hlavnej polosi a.(obr.20)
Rozbor: Pre bod 'Q, ktory je simerne
zdruzeny s ohniskom 'F podl'a hl'adanej
doty¢nice t musi platit, Ze lezi na
kolmici k zostrojenej z ohniska 'F na
dany smer s, kde leZi aj bod P — pata
kolmice na doty¢nicu t. Podl'a vety 4 (o
bodoch P) bod P lezi aj na vrcholove;j
kruznici v(S;a).
Podra vety 3 (o bodoch Q) bod 'Q musi
lezat’ na riadiacej kruznicici 1f(2F;2a).
Riesenie: Body 'Q a'Q" najdeme v
prieniku kolmice k a kruznice 'f a body
P a P" jako prienik kolmice k a kruznice
v.
Doty¢nica t, resp. t” prechadza bodom
P, resp. P a je rovnobezna s danym
smerom S.
Dotykovy bod ziskame v prieniku
priamky “F'Q, resp. ’F'Q" s doty&nicou
t, resp. t".

Obr. 20.

Poznamka: Ulohy o konstrukcii
doty¢nic zostrojenych z daného vonkajsieho bodu R alebo doty¢nic rovnobeznych s danym smerom
s k hyperbole (parabole) sa rieSia analogicky ako uloha ¢.2 a 3. Pre parabolu vyuZijeme namiesto
vety3a4vetu3 a4’



Vel'mi ¢asto stojime pred tlohou zostrojit’ parabolu, ktora je dand dvoma doty¢nicami s ich

dotykovymi bodmi.

Uloha & 4: Zostrojte parabolu, ak poznate doty&nice 't %t s dotykovymi bodmi T, 7T,

RieSenie: 1) Pre vyhl'adanie smeru osi S paraboly
pouzijeme vetu 8 (obr.21).

V bodoch T a 2T zostrojime sprievodice °s, °s”, ktoré st
rovnobezné s vyhl'adanym smerom osi § paraboly.

Podl’a vety 1 vieme zostrojit’ sprievodide 's, 's” v tychto
bodoch.

Sprievodige 's, 's” sa pretnu v ohnisku F, ktorym
prechddza os o rovnobezne s vyhl'adanym smerom s.

2) Ulohu ¢.4 moZzeme riesit’ aj pomocou lichobeinikovej
metody hl'adania vrchola paraboly (obr.22).

Kolmica k v bode R (R="t~?t) na smer s vyhl'adany
podra vety 8, pretne sprievodice s, ?s” v bodoch 1 a 2.
Takto ziskame lichobeznik 1'T2T2, ktorého uhlopriecky
sa pretnt vo vrchole V hl'adanej paraboly.

Os o prechadza vrcholom V rovnobezne s vyhl'adanym
smerom S.

Podra vety 4’ pity 'P a “P kolmic 'k a 2k zostrojenych
z ohniska F na doty¢nice lezia na vrcholovej doty¢nici v,
preto ju vieme zostrojit. Ohnisko F je v priese¢niku
kolmic 'k, 2k, resp. v priese¢niku jednej z nich s osou 0.
Riadiacu priamku d, ktora je kolma na os paraboly
najdeme pomocou ohniskovej vlastnosti paraboly
(IVd|=|VF|) resp. pomocou vety 3'(body 'Q a *Q, pre
ktoré plati: |'Q'P|=|'PF|, ?Q°P|=|"PF|, leia na riadiacej
priamke d).
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Uloha & 5: Zostrojte dotyénicu paraboly v jej danom bode M, ak poznéte vrchol V a smer s osi
paraboly.

RieSenie: (obr.23)

Na osi 0, ktora prechadza bodom V a je rovnobezna
s danym smerom S, najdeme kolmy priemet My
dotykového bodu M.

Podrla vety 5 (o subtangente) vieme zostrojit’
priese¢nik X osi 0 a hl'adanej doty¢nice ako obraz
bodu M, v stredovej simernosti podl'a bodu V.
Priamka MX je hl'adana doty¢nica m paraboly

v danom bode M.

Obr. 23.

Uloha ¢ 6: Zostrojte vrchol V, ohnisko F a riadiacu priamku d uZ narysovanej paraboly.

RieSenie: (obr.24) Zostrojime dve rovnobezné
tetivy, ktorych spojnica stredov 'O, 20 uréi
smer S osi O paraboly.

Os o bude prechadzat’ stredom O tetivy
kolmej na smer osi a bude rovnobezna

s vyhl'adanym smerom s. Os O pretne
parabolu v jej vrchole V.

Zostrojime patu T4 kolmice z 'ubovol'ného
bodu T paraboly na os 0. Bod X, ktory je
obrazom bodu T4 v stredovej simernosti
podla vrchola V nam umozni zostrojit’
doty¢nicu t= XT — podla vety 5

(o subtangente).

Obr. 24 Normala n v bode T pretne os © v bode Y.
Podl'a vety 7 je ohnisko F stredom tisecky
XY. Pre zostrojenie riadiacej priamky d
pouzijeme vetu 6 (o subnormale) - [T1Y|=p,
teda p=|Fd|=|DF|.
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4. Dalsie vlastnosti a konstrukcie kuzeloseéiek
4.1. Elipsa
Zastavkovd (trojuholnikova) konstrukcia elipsy (obr.25)

Ak je elipsa dana polohou osi '0, %0 a dizkami polosi
a, b, mézeme pre konstrukciu jej bodov vyuzit’
zéastavkovu (trojuholnikovi) konstrukciu, ktora
vyuziva dvojaku afinitu medzi:
1) elipsou k a kruznicou k’(S;a) so smerom
afinity %o
2) elipsou k a kruznicou k™'(S;b) so smerom
afinity 'o
Ved’'me 'ubovol'nu polpriamku ¢ so za¢iatkom S v
strede elipsy a oznatme M’ jej priese¢nik s
kruznicou k™ a M"" s kruznicou k™. Spojnica bodov
MM’ musi byt rovnobezna so smerom %0 prvej
afinity, a siCasne MM~ musi byt rovnobezna so
smerom '0 druhej afinity. Zostrojeny bod M elipsy je
preto vrcholom pravouhlého trojuholnika s preponou
M"M"". Popisanym sposobom mézeme zostrojit’
I'ubovol'ny pocet bodov elipsy.
Poznamka €. 1: Vo vrcholoch elipsy sa pravouhlé

trojuholniky degenerujt do useciek.

Poznamka ¢. 2: Z rovnobeznika SM"MV vyplyva [MV|=|MS|=a a z rovnobeznika SM""MH
vyplyva |MH|=|M""S|=b, ako je vidiet’ z obrazku 25.

Uvedené vztahy su zdévodnenim nasledujucej rozdielovej pruzkovej konstrukcie.

Pruzkova konstrukcia elipsy (obr.26)

a. rozdielovd
b. suctova
| Ak je elipsa dana polohou osi 0, 20 a
! dizkami polosi a, b, mdzeme pre
konstrukciu bodov elipsy vyuzit’ tiez
rozdielovu alebo st¢tova konstrukciu:
Na pruzok papiera si vyzna¢ime bod M, od
ktorého nanesieme dizku a (a=|MV/, alebo
a=|MV’|) a dizku b (b=|MH|, alebo
b=|MH"|), ¢im ziskame bod V (alebo V")a
bod H (alebo H").
Umiestnime pruzok papiera tak, aby bod
V bol na vedlajsej osi 0 a sucasne bod H na
hlavnej osi '0; v mieste bodu M mdzeme
vyznacit’ bod danej elipsy.
Pohybom pruzka papiera tak, 7e He'o a
sti¢asne Ve2o, s naslednym vyznacenim bodu M, ziskame body elipsy.
a) Ak sme naniesli dizky a a b na ta ista polpriamku so zaéiatkom M, ziskali sme body H,V
a dizku use¢ky [HV|=a—b. V takom pripade hovorime o rozdielovej konstrukcii.
b) Ak sme naniesli dizky a a b na opaéné polpriamky so za¢iatkom M, ziskali sme body H",V”
a dizku tGsecky |H'V'|=a+b. V takom pripade hovorime o stiétovej konstrukcii.(obr.26).

Uvedené¢ konstrukcie bodov elipsy su principom mechanického zariadenia na kinematické

vytvorenie (rysovanie) elipsy, tzv. elipsografu.

Obr. 26.
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Uloha & 7: Zostrojte elipsu, ktora je dand hlavnymi vrcholmi A, B a bodom M elipsy.

Obr. 27.

Rytzova konsStrukcia elipsy

RieSenie: (obr.27)

Pri hladani dizky vedlajsej polosi vyuZijeme
prazkova konstrukciu.

Kruznica k(M;a) pretne vedlajsiu os 20 v bodoch
VaV’

Ak spojime bod M elipsy s bodom V, ziskame
dizku vedrlajsiej polosi b na zaklade rozdielovej
pruzkovej konstrukcie.

Spojnica MV~ stvisi s konstrukciou dizky
vedl'ajsej polosi b pomocou suctovej prazkovej
konstrukcie.

Ak pozname hlavné vrcholy elipsy a dizku b,
mdzeme pre narysovanie elipsy pouzit’ 'ubovolnii
z predchéadzajucich konstrukeii.

V praxi sa Casto stretavame s ulohou zostrojit’ elipsu, ktora je dana zdruzenymi priemermi.
Vzhl'adom na vlastnosti zdruzenych priemerov ide v skuto¢nosti o lohu vpisat’ elipsu do
doty¢nicového rovnobeznika. Hoci zruény technik naskicuje elipsu bez vacsich problémov, musi
vediet’ elipsu narysovat’ presne. Najvhodnejsii sposob je osvojit’ si Rytzovu konstrukciu (Gloha ¢.8

— obr.28).

Uloha & 8: Zostrojte elipsu, ktora je dana zdruzenymi priemermi KL, MN

RieSenie: (obr.28)

Nad jednym priemerom, napr. KL opiSeme
polkruznicu k(S;|SK]).

Bodom S zostrojime kolmicu ¢, ktora pretne
kruznicu k v bode G.

Najdeme stred O usecky GM (M je blizsi z
koncovych bodov druhého priemeru).
Kruznica [(O;|O8]) pretne priamku GM v bode
aV.
Dika hlavnej polosi a=|VM|=|GH|, dizka vedlajsej
polosi b=|HM|=|G V.

Hlavna os elipsy '0=HS leZi v ostrom uhle danych
zdruzenych priemerov.

20=\/S je vedlajsia os elipsy.
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4.2. Hyperbola

Veta 9: Dizky tsetiek na priamke medzi bodmi
hyperboly a priesecnikmi s asymptotami su rovnakeé:
IML|=|M'L"| (obr.29).

Dosledok: Dotykovy bod T doty¢nice t rozpol'uje
usecku tejto dotycnice ohrani¢ent asymptotami
(obr.29).

Veta 10: Sucin Gseciek na priamke rovnobeznej s hlavnou
osou hyperboly od bodu jednej asymptoty po priesecniky
tejto priamky s hyperbolou sa rovna obsahu Stvorca nad
dizkou hlavnej polosi, t.j. [MK| . [KN|=a®. (obr.30)

Veta 11: Sucin useciek na priamke rovnobezne;j

s vedl'ajSou osou hyperboly od bodu hyperboly po
priesecniky tejto priamky s asymptotami sa rovna obsahu
Stvorca nad dizkou vedlajsej polosi, t.j. [ML| . [ML"|=b?.
Obr. 30. (0br.30)

Z tychto viet vyplyva jednoducha konstrukcia hyperboly,
ktora je dana asymptotami a bodom hyperboly (uloha ¢.9), ktort vel'mi ¢asto potrebujeme pri
rieSeni uloh rezov kuzel'ovej plochy a rezov na hyperboloidoch.

Uloha ¢ 9: Narysujte hyperbolu, ak poznate asymtoty 'as, 2as abod M, ktory lezi na hyperbole

RieSenie: (obr.31) Pri rieseni pouzijeme bud’
vetu 10, alebo vetu 11.
Zostrojime hlavnu os 10 ako os toho uhla asymptot,
v ktorom lezi bod M hl'adanej hyperboly. Vedlajsia
os 20 je na hlavnu os o kolma a prechadza stredom
S="as~?as hyperboly.
1) Ak pouzijeme vetu 10, zostrojime bodom M
priamku |, ktora je rovnobezna s hlavnou osou 'o a
vyznacime na nej bod N hyperboly (podla vety 9).
Zostrojime Talesovu kruznicu nad ise¢kou MN.
Kolmica zostrojena v bode K pretne Talesovu
kruznicu vo vrchole Y pravouhlého trojuholnika
Obr. 31. NYM. Z Euklidovej vety o vyske trojuholnika
ziskame vztah |[MK| . [KN|=a’, teda vyska
pravouhlého trojuhonika NYM bude dizkou hlavnej polosi a. Pomocou charakteristického
obdiZnika I'ahko zostrojime dizku vedIajsej polosi b.
2) Ak pouzijeme vetu 11, zostrojime bodom M priamku ¢, ktora je rovnobezna s vedl'ajSou osou %o
a priese¢niky priamky ¢ s asymptotami oznac¢ime L, L".
Nad useckou LL" zostrojime Talesovu kruznicu, ktora pretne priamku | v bode X. Z Euklidovej
vety o vyske trojuholnika ziskame vztah [ML| . [ML'|=b?, teda vyska pravouhlého trojuhonika LXL’
bude dizkou vedlajsej polosi b. Dizku a hlavnej polosi zostrojime pomocou charakteristického
obdiznika.
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