ANULOID
UVOD

Matematickd analyza a deskriptivna (pripadne konStrukénd) geometria su dva rdzne
predmety, ktoré uzko spolu suvisia. Anuloid a gul'ova plocha su plochy technickej praxe.V texte st
z geometrického a analytického hl'adiska popisované zékladné situdcie, s ktorymi sa pri jeho Stadiu
moZeme stretnut’.

GEOMETRICKE VARIACIE NA TEMU ANULOID

e Rotacné plochy

Vznikaju rotaciou 'ubovolnej Ciary (rovinnej alebo priestorovej) — tzv. tvoriacej ciary okolo
pevnej priamky o — osi rotacie. Ak namiesto Ciary uvazujeme plochu, potom jej rotaciou okolo
priamky o vznikne jednoparametricky systém ploch, ktorého obalka je rotacna obalova plocha.
Tvoriaca plocha sa obalovej plochy dotyka v Ciare - charakteristike, ktora rotanym pohybom
vytvori th isti obalovl plochu. Napr. rotaciou gulovej plochy (charakteristikou je hlavna kruznica
leZziaca v rovine urcenej osou o astredom S gulovej plochy G(S,r)) ziskame obalovu plochu
(plochu rurovu).

V dalSom texte sa budeme zaoberat’ iba rotacnou plochou, ktorej tvoriaca Ciara je kruznica
k(S, 7).
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Obr. 1

Globoid je rotacna plocha, ktora vznikne rotaciou kruznice k okolo 'ubovol'nej osi 0. Ak os
rotacie lezi v rovine kruznice, mozu nastat’ tieto pripady:



a/ os rotacie prechadza stredom kruznice k — gulova plocha

b/ os rotacie neprechadza stredom, ale kruznicu k pretina v dvoch ré6znych bodoch - melonoid
¢/ os rotéacie sa dotyka kruznice k£ v jednom bode (v dvoch simedznych bodoch) - axoid

d/ os rotacie nepretina kruznicu & - toroid, kruhovy prstenec, torus

Plochy b/, ¢/, d/ maja spolocny nadzov — anuloid (obr. 1).

Rotéciou stredu S tvoriacej kruznice vznikne kruznica /(O,R), ktord nazveme strednou
kruznicou. Jej stred O lezi na osi rotacie.
Pri $tadiu vlastnosti rota¢nych ploch je vyhodné pracovat v pravouhlom kartezidnskom

suradnicovom systéme <O,x, Vv, z> , 0s rotacie o umiestnit’ do stradnicovej osi z = o, a tvoriacu

Ciaru k£ do stradnicovej roviny R,. = v — narysne.

e Analytické vyjadrenie plochy

Nech tvoriaca kruznica k(S, ») lezi v rovine R,, a pre suradnice jej stredu plati S =[R, 0, 0] .
Je zrejmé, ze parametrické rovnice tejto kruznice maju tvar

x(u)=rcosu+R
y(u)=0 pre u € [0, 2x] .

z(u) =rsinu

Rotaciou kruznice k& okolo osi o, vznikne anuloid, ktorého analytické vyjadrenie vo
vektorovom tvare je:

r(u,v)= ((r cosu + R)cosv, (rcosu + R)sinv, rsin u) , (u,v)e [— a, a]x [O, 2n] ,
kde a=m . Pre gulovu plochu a=mn/2.

S pouzitim elementarnych metdd sa d4 ukazat’, ze suradnice anuloidu vyhovujt vztahu
(x2 +y'+z2°+R? —r2)2 :4R2(x2 +y2) .

Vidime, Ze anuloid je plocha $tvrtého stuptia. Specialne, ak R=0, dostivame rovnicu gulovej
plochy

X'yt 4zt =7

o Dolezité Ciary rotacnej plochy

Na rotacnej ploche sa nachddzaju dva druhy dolezitych Ciar, ktoré sa pretinaji pod pravym
uhlom.

a/ rovnobezkové kruznice, rovnobezky — si vytvorené rotaciou jednotlivych bodov tvoriacej
kruznice a lezia v rovinach kolmych na os roticie, ktoré nazyvame normdlové rezy. V pripade
anuloidu, rovnobezkovu kruznicu, ktord mé najvacsi polomer, nazyvame rovnikovou kruznicou. Za
predpokladu » <R, kruZznicu, ktord ma& najmenSi polomer, nazyvame hrdlovou kruznicou.
Rovnobezkové kruznice, ktoré lezia v dotykovej rovine plochy, nazyvame krdterové kruznice (maju
najvacsiu a najmensiu z-ovu stradnicu plochy).

Ak hladdame suvislosti medzi uvazovanymi plochami, sledujeme ich vznik pomocou
geometrického modelovania plochy, ktora ziskame rotaciou kruznice k, a venujme pozornost’
hrdlovej kruznici a kraterovej kruznici. Vychadzajme z toroidu, na ktorej sa nachadza hrdlova
a kraterova kruznica a postupne priblizujeme kruznicu k£ ku osi rotacie. Ked’ os rotacie bude
dotyc¢nicou kruznice k (axoid), z hrdlovej kruznice sa stane bod a kraterové kruznice zostavaju; ked’
os rotacie bude secnicou (melonoid), miesto hrdlovej kruznice ziskame dva roézne body a kraterové
kruznice zostavaja; ked’ os rotacie bude prechédzat’ stredom kruznice & (gul'ova plocha), ziskame uz



iba body na poloch — najvyssi a najnizsi bod, ktoré st Specialnym limitnym pripadom hrdlove;j
i kraterovej kruznice. Rovnikovll kruznicu maju vsetky vyssie uvedené plochy, melonoid mé 2
rovnikové kruZznice.

b/ meridiany, poludniky —si to rezy rovinami, ktoré prechadzaji osou rotacie, preto ich
nazyvame iosovymi rezmi. VSetky merididny rotacnej plochy su navzajom zhodné. Meridian
leziaci vrovine rovnobeznej snarysiou v nazyvame Vv deskriptivne] geometrii Alavnym
meridianom. Pojem merididnu sa v novej literatire definuje ako rez polrovinou s hrani¢nou
priamkou v osi rotacie, v starSej literatare je takyto rez pomenovany ako polmeridan. Priklonme sa
k pojmu meridianu novej literatary, potom meridian anuloidu je kruznica a meridian gul'ovej plochy
je polkruznica

KaZzdym bodom na rotacnej ploche prechddza prave jedna rovnobezkova kruZnica a jeden
meridian plochy, ktoré zodpovedaji wu-krivkam a v-krivkam na ploche danej parametricky (1).
u-krivky (r(u, vo), vo je konstanta) st meridiany, v-krivky (r(uo,v), uo je konsStanta) si rovnobezkové
kruZznice.

o Vyjadrenie anuloidu v tvare grafu funkcie dvoch premennych

Aplikaciou zakladnych metod analytickej geometrie v priestore vel'mi 'ahko ukazeme, ze
¢ast’ anuloidu nad rovinou R,, = & (z-ové suradnice vSetkych bodov tejto asti plochy su nezdporné)
mozeme z pohl'adu matematickej analyzy stotoznit’ s grafom funkcie dvoch premennych, ktora ma
nasledujuce analytické vyjadrenie:

f(x,y):\/2Rw/x2+y2 —x =y =R +r . (2)

Poznamenajme, Ze Citatel sa moéze dopracovat aj k inym, formalne odliSnym, avSak sprdvnym
vyjadreniam tejto funkcie. Cast’ anuloidu pod rovinou R,, (z-tové stiradnice vietkych bodov tejto
Casti plochy su zaporné), ma Uplne analogické vyjadrenie. OdliSnost’ je len v pouziti znamienka
»minus®“. Defini¢ny obor funkcie je medzikruzie ohranic¢ené rovnikovou a hrdlovou kruznicou t.j.

D(f)z{(x,y):(R—r)2 <x? +y2 S(R+r)2}.

e Dotykova rovina, klasifikdcia bodov na ploche

Dotykova — tangencialna rovina plochy je vytvorena zvizkom doty¢nic ku krivkdm prechédzajicim
bodom dotyku 7. Bitangencialna rovina sa dotyka plochy v dvoch bodoch.

Podla vzdjomnej polohy plochy, dotykovej roviny a ich poctu bodov dotyku 7' rozoznavame
rozne typy bodov na ploche — singuldrne body (konicky, biplandrny, kuspidalny) a reguldrne body
(elipticky, parabolicky a hyperbolicky). Gul'ova plocha a anuloid nemaju singuldrne body. Gul'ova
plocha ma iba eliptické body. Anuloidy maju vSetky tri typy reguldrnych bodov. Ak cela plocha lezi
v jednom polpriestore ur¢enom dotykovou rovinou v bode plochy, dotykovy bod E bude eliptickym
bodom. Ak dotykova rovina vbode H plochy bude pretinat plochu, dotykovy bod bude
hyperbolicky a rezova krivka bude mat v tomto bode dvojnasobny bod H. Ak dotykova rovina
v bode P plochy obsahuje ¢iaru plochy, dotyka sa plochy v tejto Ciare (prip. pretina plochu v krivke,
ktora ma v bode dotyku bod vratu), bod bude parabolicky. Na anuloide parabolické body P lezia na
kraterovych kruzniciach. Na toroide existuji také hyperbolické body 'H, *H, v ktorych existuje
bitangencialna rovina — vSetky takéto body dotyku lezia na dvoch rovnobezkovych kruzniciach -
vid’. obr. 2 - 3.

V konstrukénych ulohach dotykovli rovinu vbode T zostrojime pomocou doty¢nic
zostrojenych ku merididnu a rovnobezkovej kruznici v danom bode 7, pretoze obe krivky su
kruznice a konStrukcia doty¢nic k nim je najjednoduchsia. Pri konStrukcii vyuzivame, Zze vSetky
doty¢nice k meridianom v bodoch jednej rovnobezkovej kruznice vytvaraji (obr 4):



a/ dotykovu - dotycnicovu (rotacnu) kuzelovu plochu s osou rotacie o — okrem rovnikovej,
hrdlovej a kraterovych kruznic

b/ dotykovii - dotycnicovu (rotacnu) valcovu plochu s osou rotacie o v bodoch rovnikove;j
a hrdlovej kruznice

¢/ dotykovi — dotycnicovu rovinu v bodoch kraterovej kruznice [4].

Ako priklad uved’'me jednoducht situaciu stuvisiacu s gul'ovou plochou.

Gulova plocha ma iba regularne body a teda v kazdom bode mé dotykovu rovinu. Ak vSak
zvolime za bod dotyku pol — najvyssi alebo najnizsi bod, pre Studenta dostupny matematicky aparat
nam nedovoli zistit’ rovnicu dotykovej roviny v tomto bode a pritom geometrickou tvahou rovnicu
ziskame aj bez vypoctu.

Zvol'me si v parametrickych rovniciach (1) bod u, = —% , Vp = % .
Smerovy vektor doty¢nice k u-krivke, ¢i v-krivke v zvolenom bode r(uo,v9) je pre obe doty¢nice

nulovy vektor r, (u,,v,) =r,(uy,v,) = [O, 0, O] — teda podl’a kritéria bod r(uo,vo) nie je regularny bod

plochy a neda sa v niom urcit’ dotykova rovina. V skuto¢nosti vSak existuje , staci sa lepsie prizriet
gulovej ploche:
z+r=0, preboddotyku M=][0,0,-r].

Obr. 2 Obr. 3 Obr. 4

e Normadla plochy

Normala plochy v bode T je priamka kolmé na dotykovu rovinu. U gulovej plochy a anuloidu je
totozna s normalou tej kruznice — merididnu, ktord prechadza bodom 7. Podobne ako pri
doty¢niciach aj normaly ku ploche v bodoch jednej rovnobezkovej kruznice vytvaraju (obr. 4):

a/ normalovu (rotacnu) kuzelovii plochu s osou rotacie o - okrem rovnikovej, hrdlove;j
a kraterovych kruznic

b/ normalovi rovinu v bodoch rovnikovej a hrdlovej kruznice

¢/ normdalovi valcoviu plochu v bodoch kraterovych kruznic.



Rovinné rezy plochy

Rezom gul'ovej plochy akoukol'vek rovinou je kruznica (krivka druhého stupna), v limitnom
pripade bod. Rovinnym rezom anuloidu je krivka Stvrtého stupna.

Rezy anuloidu rovinami rovnobeznymi sosou rotdcie sa nazyvaju spirické krivky
Perseusové (podla geometra Persea, ktory ich okolo roku 130 pred Kr. prvykrat Studoval, [3]).
Maju bud’ jednu alebo dve vetvy, v pripade osového rezu su to dve zhodné kruznice — meridian [3],
(alebo podla [6] dva polmeridiany). Specialnym typom spirickych kriviek st Cassiniho krivky
(ovdly). Vznikaji rezom roviny rovnobeznej s osou o, ktorej vzdialenost’ od osi rotacie je rovna
polomeru 7 rotujucej kruznice [6]. Body tychto kriviek maji od dvoch pevnych bodov F, F; (tzv.
ohnisk) konstantny sucin vzdialenosti rovny 2Rr ( [1], str.125 ). Body Fi, F> su kolmé priemety
stredov meridianu leZiacich v rovine rovnobeznej s rezovou rovinou do rezovej roviny, » je polomer
merididnovej kruznice a suCasne vzdialenosti rezovej roviny od osi o, R je polomer strednej
kruznice [3]. Tvar Cassiniho ovdlov je zavisly od pomeru vel’kosti R a » (obr. 5 - 7):

R ,
a/ r <5 - rezom su ol N -
dva ovaly
R .
b/ r= By - rezom je B -

Bernoulliho lemniskata

R :
c/ 5<r<R - rezom je

oval s driekom

d O0<R<r - rezomje
elipsovity oval
(Ak R =0 je to pripad rezu
gulovej plochy, rez sa stava bodom.)

Obr. 5

Pri reze toroidu vSeobecnou rovinou méze mat’ rezova Ciara jednu alebo dve cCasti. Ak
rezeme toroid dotykovou rovinou 7 v hyperbolickom bode H plochy, rezova krivka ma jeden uzlovy
bod (dvojnasobny bod H, krivka pretina samu seba), ak rezeme bitangencidalnou rovinou f, rezova
krivka sa rozpada na dve loxodromické kruznice [2] (obr. 8).

e Bernoulliho lemniskata

Je to jeden z typov Cassiniho kriviek a vznikd rezom roviny, ktord je sucasne dotykovou
rovinou v bode hrdlovej kruznice toroidu, pricom hrdlova kruznica ma rovnaky polomer ako je
polomer rotujucej — tvoriacej kruznice k (t.j. pripad b/ ). Dosadenie do vSeobecnej rovnice anuloidu
a jej Uprava nam potvrdia predpokladany tvar rovinného rezu.

Pre body M rezovej krivky plati : FiM . FaM =R* .



Do vSeobecnej rovnice anuloidu dosadime podmienky, t.j. vzdialenost rezovej roviny od osi
rotacie: y=r, avztahmedzi R,r:
R

r=—,

2
po uprave dostaneme:

(x2 +22)2 —2R2(x2 —zz):O,

¢o je rovnica Bernoulliho lemniskaty.

e Rez vSeobecnou rovinou

Kym za¢neme hl'adat’ body rezu, urobime klasifikaciu rezu oto¢enim roviny rezu do roviny
hlavného meridianu pomocou spadovej priamky 1. osnovy — s, aby sme vedeli o aky typ rezu (vid
obr 8) pojde:



Nech spadova priamka 's je
urcend jej prieseCnikom s podorys-
fou (bod P) a s osou rotacie o (bod
R) - 's=PR. Spadovi priamku
oto¢ime okolo osi odo roviny
hlavného merididnu pomocou bo-
dov P a R - 's=PyRy. (Bod R
hl'addme napr. pomocou hlavnej
priamky n 2. osnovy)

Dalsie body rezu zostrojime
pomocou rovin ‘'z rovnobeznych
s podorystiou. Rovina ‘7 leziaca
v padse ohraniCenom zdanlivym
obrysom anuloidu pretne anuloid
v jednej, alebo dvoch rovnobezko-
vych kruzniciach; rovinu rezu
pretne v hlavnej priamke ‘p.
Pretoze kruznice a hlavna priamka
leZia v jednej rovine, ich vzajomny
prienik (ak existuje) st bodmi rezu
anuloidu. [Vid’ obr.10:

X2

TNA={k Kk}
TNa=p
pNk={L L}
pNk ={K K };

body rezovej Ciary su body K, K’,
L, L]
Je dolezité najst najvyssi

cvwvr

lezia v rovine 'z , ktora prechadza

priesecnikmi otoCenej spadovej

Obr. 9 priamky 'so a hlavného meridianu,

ak existuju. Ak neexistujl, roviny

‘r prekladdme najvys$simi bodmi, resp. najniz§imi bodmi anuloidu, si to parabolické body

anuloidu. V nasom pripade (obr. 9) rovina *z a >z uréuje pas, v ktorom prekladame pomocné

roviny ‘7 . Pomocou roviny *z uréime body X, X" a pomocou roviny *z ur&ime body Y, Y, ktoré st

1781 27 A°p < a) je dotyénicou

rezovej &iary v bode X a X'; hlavna priamka p (Cp < *m A “p < a) je dotyénicou rezovej &iary
vbode YaY'.

Dalsie dolezité body rezu lezia na hrdlovej arovnikovej kruznici, v ktorych sa meni
viditelnost’ v podoryse. Najdeme ich pomocou roviny 'z . Na obr. 9 su to body G, H na hrdlovej
kruznici a body E, F na rovnikovej kruznici. Dotyénice (2, “7) rovnikovej a (°#, “f) hrdlovej
kruznice v bodoch rezovej ¢iary st totozné s doty¢nicami k rezovej €iare v tychto bodoch.



Obr. 10

Doty¢nicu vo vSeobecnom
bode L (obr.10) najdeme
pomocou dotykovej roviny
7, ktora je ur¢end doty¢nicou
‘¢ rovnobezkovej kruznice k
prechadzajuce; bodom L
a doty¢nicou "¢ merididnu
prechadzajuceho bodom L.
Narys doty¢nice "¢ hladame
pomocou dotykovej kuzel'o-
vej plochy doty¢nic: bod L
oto¢ime okolo osi odo
roviny hlavného merididnu.
V bode L zostrojime obryso-
vu tvoriacu priamku dotyko-
vej kuzelovej plochy, ¢o je
doty¢nica "# k hlavnému
merididnu. Vrchol dotykovej
plochy je priesecnik dotyc¢ni-
ce ™y aosi roticie o,
doty¢nica k meridianu v bode
Lje™"t=LV.

Spolo¢ny bod dotykovej
roviny arezovej roviny je
napr. bod @ , ktory je
priesecnikom  pddorysnych
stop rovin 7 aa, spolu
s bodom L uréi dotyénicu “t
(“t = LO) k rezovej &iare.

Parabolické body anuloi-
du, ktoré¢ st bodmi rezove;j
Ciary alezia pred rovinou
hlavného meridianu (X a Y),

su bodmi, v ktorych sa meni viditel'nost’ v naryse. V naryse su vidite'né iba eliptické body rezove;j

Ciary, ktor¢ lezia pred rovinou hlavného meridianu.

e Presecnik priamky s anuloidom

Priese¢niky priamky s plochou hladdme tak, Ze priamkou preloZime ¢o najvhodnejSiu
rovinu. V naSom pripade je to rovina kolmé na nérystiu (obr. 8). Priese¢niky priamky s plochou st

priese¢niky priamky s rezovou ¢iarou vhodne zvolenej roviny.

Literatuara:

[1] BRONSTEIN, I. N., SEMENDAIJEV, K. A. Prirucka matematiky. Bratislava: SVTL, 1964.
[2] GALLO, O., PALUCH, V. Deskriptivna geometria II. Kosice: FS VST, 1963.5.93 - 97.
[3] KADERAVEK, F., KLIMA, J., KOUNOVSKY, J. Deskriptivni geometrie II. Praha:

Nakladatelstvi CSAV, 1954. s. 587 — 599.

[4] MEDEK, V., ZAMOZIK, J. Konstruktivna geometria pre technikov. Bratislava: Alfa, 1978.



[5] SENKO, E. Deskriptivna geometria. Zvolen: DF VSLD, 1971. s. 324 — 329.

[6] URBAN, A. Deskriptivni geometrie II. Praha: SNTL / SVTL, 1967.s. 113 —115.

[7] VELICHOVA, D. Konstrucnd geometria, Bratislava: ES STU, 2003.

[8] FEYNMAN, R., LEIGHTON, R., SANDS, M. Feynmanovy piednasky z fyziky 1. Cast.
Praha: Nakladatel'stvo FRAGMENT, 2000.

Autori textu:
SZARKOVA Dagmar, Katedra matematiky SjF STU v Bratislave
KORENOVA BozZena, Katedra matematiky a deskriptivnej geometrie DF TU vo Zvoleni



