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Abstrakt

V prispévku je popsany geometricky zpiisob vytvareni linedrnich transformaci v roviné
pomoci dalsi roviny a slozeni dvou linearnich promitani. Jsou zde odvozeny vlastnosti
transformaci a jejich matematicky popis. V zavéru je polozeno nékolik otazek, kterymi se
pripadni zajemci mohou zabyvat.

1. Uvod

Ukéazeme zplsob jak geometricky tvofit linearni transformace v roviné 7 chapané
jako rozitenou euklidovskou rovinu ,E?, ktera je vnofena do rozsifeného euklidovského
prostoru ,E°. K vytvofeni transformaci uzijeme dalsi roviny & < E°, x # z, a slozeni
dvou linearnich promitani f; a f,.

Z vlastnosti slozeni obou promitdni odvodime nékteré vlastnosti transformaci
apomoci zvolené¢ soustavy soufadnic odvodime analytick¢ vyjadfeni transformaci
v roving 7.

2. Geometricky zpusob tvorby transformaci

V prostoru m¢jme danu rovinu 7. Déle zvolme v prostoru rovinu x a dvé rtizna
linearni promitani f; a f; . Necht' X je libovolny bod roviny 7. Jeho obraz, bod X’ € r,
sestrojime takto:

a) Sestrojime bod X , ktery je pramétem bodu X do roviny x v promitani f; ,
tedy X = f,(X).
b) Bod X' je prim&tem bodu X do roviny 7 v promitani f,, tedy X'= f,(X) .

Oznacime-li f vyslednou transformaci v roviné 7, ve které X — X', pak

X':fzofl(X)'



3. Klasifikace transformaci

Line4drni promitani, které uZzijeme pii tvorb€ transformaci, bude rovnobézné
a sttedové promitani. Pak jsou tfi moznosti jak volit promitani f; a f; :

1) ob¢ promitani jsou rovnobézna promitani,

i1) jedno promitani je rovnobézné, druhé je stfedové promitani,

ii1) ob¢ promitani jsou sttedova promitani .

Rovinu x mizeme zvolit tak, aby byla bud’ rovnobézna nebo riznobézna
s rovinou 7.

Uvedena volba obou promitani a polohy roviny x vzhledem k roviné 7 umoznuje
vytvaret riizné transformace.

4. Vlastnosti transformaci

Z geometrického zpusobu vytvofeni transformaci je ziejmé, ze transformace jsou
lineédrni, tedy obrazem pifimky je pfimka. Uvedeme dalsi vlastnosti transformaci.

Samodruzné body
Samodruzné body transformace v rovin€ 7z jsou dvojiho druhu:

S1) Jsou to body priisecnice o roviny 7 aroviny .
S2) Je to prisecik S spole¢né promitaci pfimky promitani f; a f, srovinou 7.

SamodruZné primky

Bodové samodruzna piimka je pfimka o . Dal$i samodruzné ptimky, uz nikoli
bodove¢, jsou primky, které maji spole¢né promitaci roviny v obou promitani. To znamena,
Ze piimky, které prochazeji samodruznym bodem S, jsou samodruzZné.

SamodruZné sméry

Samodruzny smér je dan smérovym vektorem piimky, kterd se zobrazi na piimku
rovnobéznou. Protoze priiseCik obrazu a vzoru primky je bod na pfimce o, tak v ptipadé,
ze o je vlastni pfimka, jeji smérovy vektor urcuje samodruzny smér. Jestlize samodruzny
bod S je nevlastni, pak jeho smér je samodruznym smérem. Pokud o je nevlastni
pfimka, tedy «// =, pak kazdy smér je samodruzny.

V transformaci tak mohou nastat tyto moznosti:

- vSechny sméry jsou samodruzné, jestlize piimka o je nevlastni,

- jeden smér je samodruzny, jestlize ptimka o ibod S jsou vlastni, a nebo S je
nevlastni bod ptimky o,

- dva sméry jsou samodruzné, jestlize pfimka o je vlastni, bod S je nevlastni a nelezi
na pfimce o .

Uvedené vlastnosti umoziuji klasifikovat transformace podle po¢tu samodruznych
bodu, pfimek a sméri.

Zakladni vlastnosti transformaci:

V1) Spojnice bodu X a jeho obrazu X’ (vyjma samodruznych bodu) je ptimka, ktera
prochdzi samodruznym bodem S .

Dtvodem je, ze promitaci ptimky obou promitani, které uzivame pti konstrukci
obrazu X’ bodu X, tvoiirovinu, ve které lezi spolecna promitaci ptimka obou
promitani.



V2) Prusecik piimky p ajejiho obrazu p’ (vyjma samodruznych piimek) je bod na
samodruzné piimce o .

Stereometrické zdtivodnéni je ziejmé.

5. Klasifikace transformaci a jejich matematicky popis

Nyni uvedeme klasifikaci transformaci a odvodime jejich analytické vyjadieni.

1. Rovina «x je rovnobéZnd s rovinou

a) fi a f, jsou rovnobézna promitani zadana vektory s; a s, promitacich
pifimek, s; a s, nejsou vektory ze zaméfeni roviny 7« .
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Obr. 1.

Konstrukei bodu X’, ktery je obrazem zvolené¢ho bodu X vidime na obr.1, na
kterém rovnéz vidime volbu kartézské soustavy soutradnic <0, X, Y, z> .

Odvodime matematicky popis transformace.
Promitaci piimka s;* je dana bodovou funkci

X(t)=[x+ta,y+tbh,tc], teR.

Bod A_’:{x+%,y+5bl,§} )

¢ ¢

Promitaci piimka s je dina bodovou funkci

= o ob
X(U)=[x+i+ua2,y+ l+1/lb2,5+u02:|, ueR.
¢, ¢

¢ ¢, ¢ ¢,



Transformace ma analytické vyjadieni

, oa, Oa,
x'=x+ — ,
¢ &)
1
, ob, ob, M
y=y+ -
¢ ¢,

Oznaéime-li

m:(s(ﬂ_“_zj, n=§[b—l—b—2j, )
¢ G ¢ G

pak rovnice (1) miizeme psat ve tvaru
xX'=x+m,
: 3)
y=y+n,

a to je analytické vyjadieni translace v roviné 7« .

Poznamka 1: Necht translace je dana rovnicemi (3). Ptejme se jak musime zvolit rovinu
x a vektory sj, 8o, abychom dostali translaci (3) dfive popsanym geometrickym zpisobem.
Jedna z moznosti je zvolit rovinu « , vektor s;, ale potom vektor s, uz je dan. Souvisi to
s rovnicemi (2) , které jsou nelinearni soustavou dvou rovnic pro sedm nezndmych. Vektor
$2 je totiz uren az na nenulovy nasobek.

b) fi je stfedové promitani dané sttedem S; a f, je rovnobézné promitani dané
vektorem sy, S1 ¢ 7 A S1 ¢ Kk, s; neni vektorem ze zaméfeni roviny 7.

Oznacme:
X = [x, y,O] > X'= [x’,y',O]
Sl = [0,0,Cl]

2= (az,ba,c2)

K: z=0

Obr. 2.

Na obr.2 jsme kromé konstrukce bodu X" sestrojili bod S, ktery je samodruznym
bodem transformace. Specialni volba bodu S; na ose znic nezméni na vlastnostech
transformace.



Stejnym zptisobem jako v predchozim odstavci odvodime analytické vyjadieni
transformace:

x,_cl—é'x_5a2
G ) ’
(4)
, ¢ =0 B ob,
Y c Y .
Oznacime-li
-0
k:cl , m=_5a2, n=_5b2, 5)
¢ G, G,
pak rovnice (4) miizeme psat ve tvaru
X' =kx+m,
. (6)
Vv =ky+n,

a to je analytické vyjadieni stejnolehlosti v roviné 7.

Poznamka 2: 1 v tomto piipad¢ si mlizeme polozit stejnou otazku jako v pozndmce 1.

) fi af, jsou sttedova promitani dand stfedy S; a S, které nelezi v rovinach 7a x.

Oznacéme:

X = [x,y,O] > X'= [x',y',O]
Sl = [OJ OJ Cl]
Sy = [az, by, c3]

K: z=90.

Obr. 3.

Transformace m4 analytické vyjadieni
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Oznadime-li

k:cz(cl—é) __5a2 _ o b,
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pak rovnice (7) mtizeme piepsat ve tvaru (6). Mohou nastat dva ptipady:
1) c1# ¢y, pak transformace je stejnolehlost (viz obr.3),
il) ci=c2, pak k=1 atransformace je translace.

Takze plati: Jestlize x//7, pak vysledna transformace je bud’ stejnolehlost nebo
translace, a to jsou transformace, které maji vSechny smeéry jsou samodruzné.

II. Rovina x je riuznobéZnd s rovinou ©

Z ptedchoziho je jasné, ze ke klasifikaci transformaci sta¢i uvazovat f; a f; jako
sttedova promitani. Uvedeme analytické vyjadieni transformaci, jeho odvozeni je obdobné
jako v ptedchozi ¢asti.

Rovina x maé rovnici

ox+pytpz=95.
Stiedova promitani f; a f; jsou dana stiedy S; =[0,0,c1] a S>=[az,b2,c2], Sie 7, S ¢ x,
i=12.

Transformace ma analytické vyjadieni

Y (02(017—5)+a201a)x+a201ﬂ y—a,c,o
(¢, —c)a x+(c,—¢c,)B y+c(c,y—9)

(8)
r_ b,c,a x+(cz (017_§)+bzclﬂ)y_b201§
(¢, —¢)ax+(c,—c,)f y+c(c,y—90)
Rovnice (8) miizeme piepsat ve tvaru
, mx+m,y+m , nmx+n,y+n
= ] 2 2 , y = 1 2 2 s (9)
pPX+ Pyt Dps PX+ DPyY+ Py

a to je analytické vyjadieni kolineace.

Je ztejmé, ze kolineace piejde v afinitu, pokud pifimka S5, /7, tedy ci=c, .
Jestlize navic rovina k¥ marovnici y=0 (a=y=0, =1, 6 #0)abod S,=0, 29, ci]
(a2=0, by=20), pak rovnice (8) maji tvar
x'=x, y'=—=y+26 . (10)
Rovnice (10) pfedstavuji analytické vyjadieni osové soumérnosti.

Dalsi podrobnou klasifikaci nebudeme provadeét.

Je moZné polozit si jeSté nasledujici otazky:

Necht kolineace je déna rovnicemi (9). Jak zvolit rovinu k¥ a body S;a S,, aby
kolineaci bylo mozné vytvorit zpiisobem popsanym ve 2. odstavci? (Viz poznamka 1.)

VSechny linearni transformace neni mozné vytvofit zplsobem popsanym ve
2. odstavci. Takto nevytvoiime napi. otdCeni v roviné =z nebo zménu méfitka na obou
osach. To plyne ze skute¢nosti, Ze tyto transformace nemaji nékteré vlastnosti uvedené ve
4. odstavci. Které dalsi linearni transformace nelze vytvorit geometrickym zpiisobem?

Jak tyto transformace vytvaret?



